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Электрическое состояние слабо ионизированной приземной атмосферы формируется элек-
тродным эффектом, приводящим к зависимости электрических характеристик от расстоя-
ния до электрода (земной поверхности) ввиду отталкивания от него одноименно заряжен-
ных аэроионов. Математически приземный электродный эффект описывается дифференци-
альной краевой задачей для электрического поля и концентраций положительных и отрица-
тельных аэроионов как функций высоты с граничным условием равенства нулю концентра-
ции отрицательных аэроионов на земной поверхности. На удалении от земной поверхности 
задается стремление искомых аэроэлектрических величин к их равновесному состоянию. 
 В случае турбулентного электродного эффекта перенос аэроионов осуществляется не 
только электрическими силами, но и турбулентной диффузией, наличие которой приводит  
к поглощению на земной поверхности аэроионов обоих знаков и к дополнительному гра-
ничному условию. Граничные условия при этом обычно задаются на высоте параметра ше-
роховатости земной поверхности, поскольку ниже турбулентная диффузия отсутствует. 
 Рассматривается приземный турбулентный электродный эффект в предположении, 
что выше параметра шероховатости коэффициент турбулентной диффузии растет с высотой 
по степенному закону, а ниже имеет место молекулярная диффузия. При этом плотности 
потоков аэроионов на высоте параметра шероховатости непрерывны. 
 Приводятся примеры численных решений соответствующей краевой задачи для ха-
рактерных масштабов, типичных для приземной атмосферы средних широт. Решения срав-
ниваются с решениями краевой задачи в области выше параметра шероховатости с гранич-
ными условиями, заданными на этой высоте. Показано, что в обеих постановках величины 
электродного эффекта оказываются достаточно близкими; в то же время высотные профили 
концентраций аэроинов в области выше параметра шероховатости, полученные из решения 
рассматриваемой задачи, отличаются от высотных профилей, полученных из решения зада-
чи в традиционной постановке. 
 
Ключевые слова: атмосферное электричество, математическое моделирование, электрод-
ный эффект. 

 
Введение 

 
 Электродным эффектом называют совокупность процессов вблизи электрода в 
ионизированной среде, которые приводят к появлению зависимости электрических ха-
рактеристик среды от расстояния до поверхности электрода. Первая модель электрод-
ного эффекта была сформулирована в начале XX века [Thomson, 1903] для двух метал-
лических пластин в ионизированном газе как краевая задача для системы обыкновен-
ных дифференциальных уравнений, описывающих распределение носителей заряда и 
напряженности электрического поля между электродами. В указанной работе было по-
лучено аналитическое выражение для величины электродного эффекта, под которым 
понимается отношение напряженности электрического поля на поверхности электрода 
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к напряженности на удалении от него. Вскоре [Schweidler, 1908] данная модель элек-
тродного эффекта была приложена к приземной атмосфере, рассматриваемой как слабо 
ионизированная среда с легкими аэроионами в качестве основных носителей электри-
ческого заряда. Такая простейшая модель приземного электродного эффекта в ряде 
случаев допускает аналитические решения (см., например, [Дмитриев, Филиппов, 2010; 
Калинин и др., 2013]), но лишь приближенно описывает реальную приземную атмосфе-
ру. В 60-е годы прошлого столетия были построены и изучены более сложные модели 
приземного электродного эффекта, учитывающие наряду с легкими аэроионами и аэро-
зольные частицы [Chalmers, 1967; Hoppel, 1967], для которых строились как аналитиче-
ские, так и численные решения.  
 К реальным условиям приземной атмосферы наиболее приближены модели элек-
тродного эффекта, учитывающие турбулентный перенос носителей заряда. В ряде ра-
бот рассматривались приближенные аналитические решения различных типов для за-
дачи электродного эффекта при сильном [Willett, 1978; Tuomi, 1981; Куповых, Морозов, 
Шварц, 1998] и слабом [Дмитриев, 2011] турбулентном перемешивании. Однако в об-
щем случае краевая задача, описывающая электродный эффект в турбулентной атмо-
сфере, может быть решена лишь численно [Hoppel, Gathman, 1971; Куповых, Морозов, 
Шварц, 1998]. Численное моделирование дает возможность эффективно использовать 
данные аэроэлектрических и метеорологических наблюдений для расчета на основе 
уравнений электродного эффекта параметров электрического состояния приземной ат-
мосферы [Анисимов, Дмитриев, 2008]. В то же время, активно развивающееся числен-
ное моделирование электрического состояния атмосферного пограничного слоя [Ани-
симов и др., 2014; Anisimov et al., 2018, 2019] предъявляет повышенные требования к 
заданию физически корректных условий на его нижней границе, подверженной воздей-
ствию приземного электродного эффекта. 
 В случае классического электродного эффекта, когда турбулентным переносом 
носителей заряда можно пренебречь, на земной поверхности достаточно задать единст-
венное граничное условие равенства нулю концентрации отрицательных аэроионов, от-
талкиваемых от одноименно заряженной земной поверхности. В случае турбулентного 
электродного эффекта для корректной постановки краевой задачи требуется задание 
дополнительного граничного условия на земной поверхности. Обычно полагают рав-
ными нулю концентрацию аэроионов обоих знаков, считая, что благодаря наличию 
диффузии аэроионы полностью поглощаются поверхностью [Hoppel, 1969; Willett, 
1978]. При этом, вообще говоря, эти граничные условия должны задаваться на высоте, 
равной параметру шероховатости подстилающей поверхности [Куповых, Морозов, 
Шварц, 1998], ниже которой турбулентная диффузия отсутствует. Тогда область, ле-
жащая ниже параметра шероховатости, не рассматривается. 
 Следует отметить, что условие обращения в ноль концентрации положительных 
носителей заряда на земной поверхности до сих пор не имеет строгого физического 
обоснования. Хотя расчеты высотных профилей проводимости приземной атмосферы, 
полученные с применением этого граничного условия [Willett, 1978], согласуются с 
данными наблюдений [Israelsson, Knudsen, Anisimov, 1994], проверка его путем прямых 
натурных наблюдений пока не представляется возможной.  
 В данной работе впервые предложена модель приземного турбулентного элек-
тродного эффекта, вводящая в рассмотрение область ниже параметра шероховатости в 
предположении, что перенос аэроионов в ней осуществляется электрическим полем и 
молекулярной диффузией. При этом сохраняется непрерывность плотности потоков аэ-
роионов обоих знаков на высоте, равной параметру шероховатости. Основная цель ра-
боты – сравнение высотных профилей электрического поля и концентрации аэроионов 
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в приземной атмосфере, найденных из численного решения рассматриваемой модель-
ной задачи, с аналогичными высотными профилями, полученными из численного ре-
шения задачи приземного электродного эффекта в традиционной постановке. 
 

Формулировка краевой задачи 
 
 Стационарный турбулентный электродный эффект в приземной атмосфере при 
отсутствии аэрозольных частиц описывается системой уравнений  
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где z – высота; E – напряженность атмосферного электрического поля; n
+
 и n

–
 – концен-

трация положительных и отрицательных аэроионов; q – интенсивность ионообразова-
ния;  – коэффициент рекомбинации ионов; b

+
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–
 – подвижность положительных и 

отрицательных аэроионов; K – коэффициент диффузии аэроионов; e – элементарный 
электрический заряд; ε

0
 – электрическая постоянная [Willett, 1978].  

 В области выше параметра шероховатости подстилающей поверхности преобла-
дает турбулентная диффузия аэроионов; при этом зависимость коэффициента турбу-
лентной диффузии от высоты может быть аппроксимирована выражением  

  0, ,m
mK z K z z z            (2) 

где Km – параметр аппроксимации; z0 – параметр шероховатости подстилающей по-
верхности; m – показатель роста коэффициента турбулентной диффузии с высотой, 
принимающий значение 1 для устойчивой стратификации атмосферы или 4/3 для неус-
тойчивой стратификации [Зилитинкевич, 1970]. В области ниже параметра шерохова-
тости имеет место только молекулярная диффузия, тогда можем записать 

0( ) , 0MK z K z z   ,          (3) 

где KM – коэффициент молекулярной диффузии. 
 Вне приземного слоя функции E(z), n+(z) и n–(z) стремятся к своим равновесным 
значениям, что дает следующие граничные условия [Hoppel, 1967]: 
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где введены равновесные значения концентраций аэроионов (n∞) и напряженности 
электрического поля (E∞) вне приземного слоя. Знак минус в первом выражении (4) от-
ражает тот факт, что электрическое поле в условиях хорошей погоды направлено вниз. 
 Если Km=0, то система уравнений (1) описывает классический электродный эф-
фект [Hoppel, 1967]. При этом для корректной постановки краевой задачи достаточно 
задать еще одно граничное условие – 
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Условие (5), впервые введенное в [Thomson, 1903], отражает факт отсутствия вблизи 
поверхности заряженного электрода носителей заряда того же знака ввиду их отталки-
вания от электрода.  
 Математически отличие турбулентного электродного эффекта от классического 
заключается в изменении порядка дифференциальных уравнений (1), что ведет к необ-
ходимости задания дополнительного граничного условия 
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Условие (6) обосновано полным поглощением подстилающей поверхностью аэроионов 
обоих знаков при наличии диффузии [Hoppel, 1969; Willett, 1978]. При этом предпола-
галось, что степенная зависимость коэффициента турбулентной диффузии от высоты 
вида (2) имеет место всюду при z>0. Позднее было отмечено, что условие (6) справед-
ливо только для аэродинамически гладких подстилающих поверхностей, для которых 
значение параметра шероховатости z0 обращается в ноль, и предложено [Куповых, Мо-
розов, Шварц, 1998] задавать граничные условия (5)–(6) на высоте параметра шерохо-
ватости в виде  

0 0
0

z z z z
n = n =  

,        (7) 

рассматривая уравнение (1) только в области z>z0.  
 В настоящей работе, как и в [Hoppel, 1969; Willett, 1978], рассматривается краевая 
задача для уравнений (1) с граничными условиями (4)–(6), но для случая, когда зависи-
мость коэффициента диффузии от высоты имеет вид (2)–(3). При этом на высоте z=z0 
должны выполняться условия непрерывности потоков аэроионов обоих знаков: 
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Задача в безразмерном виде и численное решение 

 
 Введем безразмерные переменные, нормированные на их характерные значения: 
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где L – некоторая характерная высота. Из (1) для области выше параметра шероховато-
сти (z > z0) получим 
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где введены характерные масштабы задачи 
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Здесь τ – характерное время установления равновесия между образованием ионов и их 
рекомбинацией; LE – характерный вертикальный масштаб изменения электрического 
поля; Lm – характерный масштаб турбулентной диффузии; L+ и L– – характерные мас-
штабы дрейфа в электрическом поле положительных и отрицательных аэроионов.  
 Аналогично для области ниже параметра шероховатости (0<z<z0) имеем 
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где введен характерный масштаб молекулярной диффузии: 

M ML K  .          (13) 
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 Оценки введенных масштабов (11), (13) для наблюдаемых параметров приземной 
атмосферы [Куповых, Морозов, Шварц, 1998] дают 300–350 с, LE0.5–4 м, L16–45 м, 
L4/3300–370 м, L+0.7–6 м, L–0.9–7 м, LM0.04–0.075 м. Для неустойчивой стратифи-
кации атмосферы (m=4/3) характерный масштаб турбулентной диффузии (L4/3) значи-
тельно превышает остальные характерные масштабы задачи и может быть выбран в ка-
честве характерной высоты L=L4/3. Для устойчивой стратификации (m=1) при слабой 
турбулентности возможен случай LL1, но и при этом можно считать, что L=L1.  
 Граничные условия (4)–(6) для безразмерных переменных примут вид 
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а условия непрерывности потоков аэроионов (8) –  
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 Для численного решения краевой задачи в безразмерном виде (10), (12), (14)–(15) 
была построена неявная разностная схема путем дискретизации по времени соответст-
вующей нестационарной задачи турбулентного электродного эффекта [Куповых, Мар-
ченко, Морозов, 2005]: 
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      (16) 

Здесь Δt – шаг разностной схемы по времени, индексами j и (j+1) обозначены высотные 
профили E′(z′), n′+(z′) и n′–(z′) для моментов времени tj=j Δt и tj+1=(j+1) Δt соответствен-
но. Для начального момента времени t0 задавались значения  

 0 0
0( ) ( ) 1 exp , 0n z n z z z z L            .       (17) 

 Далее для каждого момента времени tj+1 из первого уравнения (16) определялись 
значения E′j(z′), а из остальных уравнений, дополненных граничными условиями (14)–
(15), находились значения 1( )jn z

   и 1( )jn z
  . Уравнения (16) при этом решались чис-

ленно на квазиравномерной сетке по z [Калиткин и др., 2005] c использованием метода 
прогонки. Расчеты продолжались до установления стационарного решения, которое и 
принималось за решение краевой задачи (10), (12), (14)–(15). 
 

Результаты расчетов и обсуждение 
 
 В качестве примера на приводимом ниже рисунке представлены  высотные про-
фили напряженности электрического поля атмосферы и концентраций положительных и 
отрицательных аэроионов, полученные путем численного решения задач (10), (12), (14)–
(15) и (1), (2), (4) для устойчивой стратификации атмосферы (m=1) с характерными мас-
штабами L+=3.6 м, L–=4.2 м, LE=0.5 м, LM=0.075 м, L=20 м при разных граничных условиях. 
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Распределения по высоте z напряженности электрического поля атмосферы E (черные графики), 
концентрации положительных n+ (красные графики) и отрицательных n– (синие  графики) аэро-
ионов, полученные численным решением задачи (10), (12), (14)–(15) при z>0 (утолщенные кри-
вые)  и задачи (1), (2), (4) при z>z0 (тонкие кривые) с разными граничными условиями: вверху – 
n–(z0)=n+(z0)=0; внизу – n–(z0)=0, dn+/dz(z0)=0. Все величины нормированы на их характерные 
масштабы 
 

Altitude (z) distributions of atmosphere electric field E (black curves), concentrations of positive n+ 
(red curves) and negative n– (blue curves) air ions, obtained from numerical solutions of the boundary 
problem (10), (12), (14)–(15)  with z>0 (thick curves) and the boundary problem (1), (2), (4) with z>z0 
(thin curves) using different boundary conditions: top – n–(z0)=n+(z0)=0; bottom – n–(z0)=0, dn+/dz(z0)=0.  
All values are normalized to their typical scales 
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 Видно, что величина электродного эффекта E(z0)/E∞, полученная из решения зада-
чи (10), (12), (14)–(15), оказывается близкой к величине E(z0)/E∞, полученной из реше-
ния задачи (1), (2), (4) в традиционной постановке при задании граничных условий на 
высоте параметра шероховатости. В то же время вид высотных профилей для двух ре-
шений существенно различен. В частности, при задании граничного условия на земной 
поверхности максимум концентрации положительных аэроионов, как и максимум 
плотности объемного заряда, достигается на высоте параметра шероховатости. Элек-
трический заряд, генерируемый электродным эффектом, для обоих случаев различается 
менее чем на 5 %, однако при задании граничного условия на земной поверхности око-
ло 15 % заряда оказывается сосредоточено ниже параметра шероховатости. 
 Ввиду того, что на высоте, соответствующей параметру шероховатости земной 
поверхности z0, коэффициент молекулярной диффузии много меньше коэффициента 
турбулентной диффузии (KM << K1z0), градиент концентрации положительно заряжен-
ных аэроионов на этой высоте близок к нулю:  

0 01 0

0M

z z z z

dn K dn

dz K z dz
 

 

       
   

,      (18) 

что демонстрирует верхний фрагмент рисунка. Это позволяет предположить, что вы-
ражение (18) может быть использовано в качестве альтернативного граничного условия 
при формулировке краевой задачи (1), (2), (4) в области zz0. На нижнем фрагменте вы-
сотные профили аэроэлектрических параметров, полученные из решения задачи (10), 
(12), (14)–(15), сравниваются с соответствующими высотными профилями, полученны-
ми из решения задачи (1), (2), (4) в области zz0 для граничных условий n–(z0)=0, 
dn+/dz(z0)=0. Видно, что величины электродного эффекта E(z0)/E∞ для обоих решений 
отличаются в 1.4 раза, однако высотные профили концентраций положительных аэро-
ионов оказываются близкими. В частности, для обоих решений максимум концентра-
ции положительных аэроионов, как и максимум плотности объемного заряда, достига-
ются на высоте параметра шероховатости. Электрические заряды, генерируемые элек-
тродным эффектом, для двух рассматриваемых решений отличаются в 1.5 раза. 
 Вопрос о том, какая именно формулировка граничного условия на подстилающей 
поверхности лучше описывает реальный турбулентный электродный эффект в призем-
ной атмосфере, на сегодняшний день остается открытым.  
 Для оценки параметров таких моделей требуется привлечение данных комплекс-
ного синхронного наземного мониторинга аэродинамических и электрических пара-
метров приземной атмосферы, включая не  только напряженность электрического поля, 
но и параметры приземной турбулентности, объемную активность радона, концентрации 
аэроионов и аэрозольных частиц [Anisimov et al., 2019]. Наилучшее соответствие модель-
ных расчетов наблюдаемым высотным профилям полярных проводимостей и электриче-
ского поля приземной атмосферы будет служить критерием качества построенных мо-
делей и подтверждением правомерности задания тех или иных граничных условий. 
 

Заключение 
 
 В работе рассмотрена модель приземного турбулентного электродного эффекта 
при отсутствии аэрозольных частиц и зависимости коэффициента ионизации от высо-
ты, которая учитывает перенос аэроионов в слое ниже параметра шероховатости зем-
ной поверхности за счет их дрейфа в электрическом поле и молекулярной диффузии. 
При этом граничное условие равенства нулю концентрации аэроионов обоих знаков 
задавалось на земной поверхности.  
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 Проведено сравнение численных решений сформулированной краевой задачи и 
задачи приземного электродного эффекта в традиционной постановке, для которой ра-
венство нулю концентрации аэроионов задавалось на высоте параметра шероховатости. 
 Основные интегральные характеристики электродного эффекта (величина элек-
тродного эффекта, толщина электродного слоя, величина образующегося вблизи земной 
поверхности заряда), полученные из численных решений двух краевых задач различают-
ся незначительно. Однако на малых высотах значения концентрации аэроионов обоих 
знаков для рассматриваемой модели оказываются значительно больше, чем для традици-
онной модели (вдвое больше на высотах менее 1 м). При этом существенная часть гене-
рируемого электродным эффектом заряда (15 %) аккумулируется в слое ниже параметра 
шероховатости. Таким образом, даже в такой простейшей постановке краевой задачи 
процессами ниже параметра шероховатости, вообще говоря, пренебрегать нельзя. 
 В реальной приземной атмосфере на электродный эффект помимо турбулентно-
сти влияют аэрозольные частицы, изотопы радона, радиоактивное излучение грунта. 
Это обстоятельство затрудняет сопоставление результатов моделирования с данными 
натурных наблюдений, проведение которых само по себе является непростой задачей, 
особенно на малых высотах. 
 Имеющиеся в настоящее время экспериментальные данные не противоречат как 
классическим моделям электродного эффекта, так и модели, рассмотренной в настоящей 
работе. Автор надеется, что дальнейшее развитие предложенной модели и ее параметри-
зация с привлечением данных натурных аэроэлектрических и аэрофизических наблюде-
ний позволят достичь лучшего описания электрического состояния реальной приземной 
атмосферы по сравнению с классическими моделями приземного электродного эффекта. 
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Abstract. The electrical condition of weak ionized surface atmosphere is formed by the electrode effect resulting 
in dependence of electric characteristics on distance to an electrode (underlying surface) because of the repulsion 
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of the similarly charged air ions. Mathematically the surface electrode effect is described by a differential boundary 
problem for electric field and concentration of positive and negative air ions as altitude functions, with a boundary 
condition of equality to zero of negative air ions concentration on the underlying surface. Far away from the under-
lying surface an equality between unknown air electrical quantities and their equilibrium values is desired.  
 Under the turbulent electrode effect, air ions are transported not only by electric forces, but also by turbu-
lent diffusion. It leads to absorption of all air ions by an underlying surface and to an additional boundary condi-
tion. Usually boundary conditions are given at surface roughness parameter altitude, due to the fact that turbulent 
diffusion below it is absent. 
 In this paper the surface turbulent electrode effect is considered in the assumption that the coefficient of 
turbulent diffusion increases with altitude under the power law above the surface roughness parameter altitude, 
and molecular diffusion takes place below it. At the same time densities of air ion flows are continuous at the 
surface roughness parameter altitude. 
 The examples of numerical solutions of the corresponding boundary problem for the typical scales repre-
sentative for the surface atmosphere of middle latitudes are presented. The solutions are compared with the solu-
tions of a problem in traditional definition where the area below a surface roughness parameter is not considered, 
and boundary conditions are desired at the altitude of surface roughness parameter. It is shown that the magni-
tudes of the electrode effect are rather close in both problem definitions, at the same time altitude profiles of 
concentrations of air ions in the area above a surface roughness parameter obtained from the considered problem 
solution differ from the altitude profiles obtained from the solution of the problem in traditional definition. 
 
Keywords: atmospheric electricity, mathematical modeling, electrode effect. 
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