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Концепция однородной турбулентности распространяется на случай постоянства градиента 
средней скорости, что применимо к стратифицированной атмосфере и дифференциальным 
объемам в любой модели континуума. Такой подход позволяет освежить в памяти основные 
идеи А.Н. Колмогорова и показать, что они находятся в полном соответствии с возможно-
стью представления псевдовектора угловой скорости в качестве внутреннего параметра для 
термодинамически открытой турбулентной системы, если масштаб дифференциальной сет-
ки превышает размер мезовихрей.  
 Описание континуума формулируется  в стандартном представлении Коши о тензоре 
напряжений, усредненных по сечениям представительной пространственной ячейки; воз-
можность асимметрии тензора является следствием баланса углового момента мезовихрей. 
В результате получена нелинейная система трехмерных уравнений мезомасштабной турбу-
лентности, численное решение которой отвечает процессу образования торнадо из началь-
ного облака мезовихрей. Зависимость коэффициентов турбулентной вращательной вязкости 
от спина мезовихрей в силу эффекта нелинейной диффузии позволяет локализовать течение 
в торнадоподобный макровихрь.  
 Численные расчеты производились на различных кластерах с помощью среды парал-
лельного программирования Parjava. Представлены графические материалы, демонстри-
рующие рост типичных структур торнадо, включая вторичные мезовихри, вращающиеся 
внутри стены глаза торнадо. Выполнено сравнение этих структур с мезовихрями глаза ура-
гана Изабель 12–13.09.2003 г.  
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Введение 

 
 Важный вклад в теорию турбулентности Тейлора [1935] был внесен А.Н. Колмо-
горовым [1985], предложившим, во-первых, отказаться от изотропии пульсаций поля 
скорости, но сохранив ее для пульсаций градиентов. Введение им в 1941 г. понятия ло-
кальной изотропии стало прорывом на пути к изучению полей скорости, отличных от 
поля с постоянством средней скорости. Во-вторых, было предложено считать поток 
энергии основным параметром в процессе каскада передачи энергии в движения мик-
ромасштабного уровня, что совпало с принципом Шрёдингера [1947] для термодина-
мически открытых систем. В-третьих, А.Н. Колмогоров предложил использовать час-
тоту вращения вихрей как дополнительный кинематический параметр.  
 Как и в континууме Коссера [Cosserat, 1909], избыточный спин турбулентных ме-
зовихрей фактически следует рассматривать как вектор их собственной угловой скоро-
сти. Такое рассмотрение связывает асимметрию турбулентного потока с градиентом 
средней скорости, что типично для стратифицированной атмосферы, исследованной 
самим А.Н. Колмогоровом. При этом для представительного описания турбулентного 
континуума следует, помимо балансов масс и импульса, рассматривать и баланс угло-
вого момента в ячейке осреднения. 
                                                
1 Статья основана на лекции авторов в Российском новом университете на симпозиуме “Современные 

проблемы математики. В память об Андрее Николаевиче Колмогорове” 13–14 сентября 2011 г. 
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 Ниже показано, что эти предположения достаточны для построения теории мезо-
масштабной турбулентности, эффективной для описания процесса образования торна-
до; другие приложения мезомасштабной теории турбулентности приведены в моногра-
фиях [Nikolaevskiy, 2003; Арсеньев и др., 2010]; о турбулентности в трубах и каналах см. 
также работы [Бабкин, Николаевский, 2011; Бабкин, 2013]. 
 

О симметрии тензора напряжений 
 
 Все теории турбулентности предполагают справедливость уравнений Навье–
Стокса для описания полей в микромасштабе в каждый данный момент. Построение 
уравнений, описывающих процесс в макромасштабе, должно предполагать, что шкала 
осреднения больше характерных размеров турбулентных мезовихрей. Практически 
имеются две различные шкалы для эффективного описания турбулентности. Во-
первых, существует элемент дифференциального микрообъема 3dx , удельный момент 
инерции которого ничтожен из-за малости его размера по сравнению с квадратом ме-
зомасштаба: 3 2 2/ ~I dx dx   . Во-вторых, есть элементарный дифференциальный 
объем макромасштаба 3X , содержащий, по крайней мере, один мезовихрь масштаба 
. И, поскольку в развитой турбулентности такие мезовихри обладают достаточно 
большим угловым моментом, нельзя исключать как уравнения баланса момента инер-
ции масс, так и уравнения моментов количества движения мезомасштаба. 
 Поскольку элементарный дифференциальный макрообъем 3X  выбирается, есте-
ственно, гораздо меньшим, чем внешняя шкала краевой задачи макромасштаба L, в нем 
должны отражаться градиенты переменных макромаштаба – от средней скорости до 
напряжений Рейнольдса, – что и требует рассмотрения при осреднении всех балансов, 
включая балансы момента инерции и углового момента. 
 Таким образом, адекватное статистическое описание должно быть однородным по 
градиентам осредненных (наблюдаемых) переменных. Поэтому случайное поле скоро-
стей wi должно зависеть, по крайней мере, от одного макровектора. Далее, поскольку 
расстояние r между двумя точками также является вектором, то соответствующий кор-
реляционный тензор, имеющий вид  ( , ) ( ) ( )ij i jC X r w X w X r  

    , где i i iw u U   и 

3

3 3( ) 1/ ( )
X

f X X f X d


     
 

, также, в общем случае, не симметричен, являясь 

функцией угла между r и флуктуацией скорости. Впервые это обстоятельство было от-
мечено в книге [Nikolaevskiy, 2003], где однородная турбулентность определялась в 
смысле однородности градиента средней скорости. В силу существования градиента 
средней скорости зеркальное отражение изменяется и при введении статистических 
средних. Именно поэтому введение спина мезовихря  (как и других псевдовекторов) в 
качестве дополнительной кинематической переменной вполне допустимо при постро-
ении мезомасштабной теории турбулентности. 
 Тензор напряжений Рейнольдса ji j i iR w w    необходимо представлять только с 
помощью исходного для механики метода Коши как передачу пульсации импульса jw  с 
пульсационной скоростью iw  через площадку, ориентированную по нормали ie : 

/2 /2
2

/2 /2

( ) 1/ ( )
X X

i j j k k j k
X X

f X Х f X x e x e dx dx
 

 

      
    , где (i, j, k) – четная перестановка 

(1, 2, 3); 1 2 3{ , , } { , , }X X X X X Y Z 


  переменные макромасштаба; mх   переменные 
микромасштаба, суммирования по повторяющимся индексам здесь нет. 
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 Важным моментом является конечность масштаба осреднения X (при сущес-
твенной малости отношения дифференциала макромаштаба к внешнему размеру 
задачи L: X/L<<1). Чаще всего тензор напряжений Rij при r0 идентифицируется со 
статистически осредненной передачей импульса tij через дифференциальную (в пределе – 
бесконечно малую) площадку dx2. Однако результаты обоих осреднений могли бы сов-
падать только при эквивалентности статистики масштабов dx2 и X2. Но при этом пре-
дельный переход r0 исключает зависмости любого тензора Cij от спина , посколь-
ку означает и обращение в нуль плеча углового момента, иначе и потенциальную неэк-
вивалентность тензора напряжений в этих двух случаях. 
 

Осредненные уравнения 
 
 Уравнения балансов массы, импульса и момента для масштаба ячеек X больше-
го, чем размер турбулентных вихрей шкалы , выводятся с помощью пространственно-
го осреднения уравнений Навье–Стокса, справедливых для микромасштабов dx, мень-
ших  [Николаевский, 1969; Nikolaevskiy, 2003]:  

0,     / ,

,
.

jt j j j j X

t i j i j j j ij j

t ilk l k j ilk l k j j j ilk l kj j

u

u u u t
u u u t  

            

           

               

   (1) 

Все функции под знаками осреднения в (1) пространственно стохастичны; тензор на-
пряжений tij предполагается симметричным в масштабе dx; ijk  – тензор Леви-Чевиты; 
i=xi – Xi ; 0i   .  

 Результирующие уравнения для средних полей скорости Ui, углового момента Mi 
и давления P содержат1 тензор напряжений Рейнольдса Rij:  

0,    ( ),

. 
t j j t i j ij ij

t i j ij ijk kj

U DU = R P
D M = R

        

    
     (2) 

Здесь ij – тензор моментных напряжений (couple tensor); Mi = JijFj  – удельный  сум-
марный угловой момент; Jij – тензор инерции мезовихрей2; , 0.5i i i i ijk j kF U        , 
и 0.5 /i ikj j kw          – вектора суммарной, макро- и мезозавихренностей, соот-
ветственно3. Традиционные законы замыкания теперь связывают антисимметричную 
часть тензора Рейнольдса с внутренним спином (мезозавихренностью), а моментные 
напряжения – с градиентом углового момента: 

1

2

3

1 / 2 ( ) ( ),

1 / 2 ( ) ,

. 

ij ji j i i j

ij ji ijk k

ij j i

R R K U U
R R K

= K M

      

     

  

    (3) 

 Было построено [Nikolaevskiy, 2003] эволюционное уравнение для модифициро-
ванного момента инерции ij i jJ     : 

                                                
1 Уравнения для углового баланса в континуальной форме впервые представлено в [Cosserat E. et F., 1909]; 

его неосознанное приложение к турбулентности осуществлено в [Mattioli, 1937]. Однако собственная “за-
вихренность” (спина) турбулизированного флюида внесена в схему 1937 г. в работе [Ferrari, 1972]. 

2 Понятие тензора инерции вихря впервые обсуждалось в [Poincare, 1893], а затем использовалось авто-
рами работы [Eringen, Chang, 1970], а также в [Бэтчелор, 1973; Arnold, Khesin, 1998]. 

3 Здесь и далее  означает <>, если плотность стоит вне скобок осреднения. 
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t ij ij ji ijD J N N q     ,          (4) 

где ij ik jkN J U   ; /ij j i i jU U w        ;  * * *
ij ik jk k ij k kq J U J w        ; звездочка-

ми отмечены флуктуации, например: * /ij i j ijU u x U    . Уравнение для традиционного 

момента инерции ij ij ss ijJ J J     соответственно имеет вид 

                                   

( ) ,   ,
0.5 (0.5 ).

t ij ij ji ij ij ij ss ij

ij ik jk pp ji ij pp ss ps ps

D J B B q q q q
B J U J U J U J U

       

    

 
                              (5) 

 Необходимо отметить, что уравнения гидродинамики с антисимметричной частью 
тензора турбулентных напряжений позже были получены в теории вращательно-
анизотропной турбулентности [Хейнлоо, 1984], которая обобщает классическую турбу-
лентную механику на случай выделенной ориентации вихрей. Обобщение основано на 
включении радиуса кривизны Rc линий тока возмущений скоростей w в качестве до-
полнительного набора аргументов статистической функции распределения турбулент-
ных движений. Такое включение позволяет определить в каждой точке флюида слу-
чайное поле M = w×Rc, имеющее физический смысл внутреннего углового момента, 
или спина турбулентного потока, что, в конечном итоге, также приводит к представле-
нию тензора Рейнольдса в виде суммы симметричных и антисимметриных частей, ана-
логичному (3) [Heinloo, 2008]. 
 В (3) используются суммарные кинематические коэффициенты вязкости 

i i TiK K   , включающие молекулярные ( )i  и турбулентные ( )TiK  части. Турбу-
лентные коэффициенты вязкости TiK , подробнее обсуждаются в следующем разделе. 
Они существенно нелинейны, поскольку зависят от скорости диссипации энергии тур-
булентности.  
 Именно нелинейность приводит к локализации в атмосфере вихревых образова-
ний типа торнадо. Известным аналогом нелинейной локализации является “огненный 
шар”, образующийся при атомном взрыве в атмосфере, когда проявляется нелинейная 
зависимость теплопроводности газов от температуры [Brode, 1968]. 
 

Уравнения для вращающейся сжимаемой сухоадиабатической атмосферы  
 
 При дальнейшем выводе используются три следующих предположения. 
 1. Турбулентные моли и их пульсации обладают сферической симметрией 
( ik ikJ J  , * *

ik ikJ J  ). Асимметрия привносится спином их вращения. 
 2. Правая часть уравнения (5) имеет вид дивергенции потока момента инерции 
(используется K-гипотеза с кинематическим коэффициентом вихреобмена K4=K3). 
 3. Атмосфера является сухоадиабатической. 
 При этих предположениях уравнения (2)–(5) во вращающейся атмосфере будут 
иметь вид [Арсеньев и др., 2010]: 

1 2 3

3

3 2

0,
( 2 ) ( ) 2 ,

( ),  
( ) 2 ,

t j j

t i j ij ij ijk j k i ijk j k

t j j

t i j j i i ijk j k

U
DU = K e P K g U

D J K J
D M = K M K M

     

               

    

          

   (6) 

где 0.5( )ij i j j ie U U     – тензор скоростей деформации; 0 0 0{cos  ;  0; sin }       – 
вектор угловой скорости Земли; 0 =7.2910–5 с–1 – угловая скорость вращения Земли; 

0  – широта. Используется приближение -плоскости для сил Кориолиса, справедли-
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вое для широт выше 10 и макромасштабов, не превышающих 300 км. Оси 
1 2 3{ ( ), ( ), ( )}x X y X z X  направлены соответственно на юг, восток и в зенит. Атмосфера 

считается идеальным двухатомным газом; причем уравнения состояния и адиабаты 
принимаются справедливыми для осредненных термодинамических функций P, , T. В 
коэффициентах суммарной вязкости i i TiK K   , согласно [Арсеньев, Губарь, Шелков-
ников, 2007], 1 =3 – кинематический коэффициент молекулярной вязкости (для возду-
ха 1= 0.15 см2/с); 2 =0; коэффициенты турбулентной вязкости предполагаются значи-
тельно бóльшими, чем молекулярные – KTk>>k. 
 При адиабатических движениях 0tD S   и, следовательно, 

t in j jD E P U    ,       (7) 
где S и Ein – удельные энтропия и внутренняя энергия. Общая плотность энергии в еди-
нице объема выражается формулой ( )macro meso inE E E E    , где 20.5macroE U  и 

20.5mesoE JF  – удельные кинетические энергии макро- и мезомасштабов. Используя 
(6)–(7), получаем следующее эволюционное уравнение для плотности суммарной энер-
гии: 

 t j j dis gE P E W     ,       (8) 
где 3( ( ))j i ij ij j mesoP U R P E K E     – суммарная плотность потока энергии; 3gW gU   – 

мощность силы тяжести на единицу объема; 2 2 2
1 2 3(2 2 ( ) )dis ij j jE K e K JK F       – суммар-

ная скорость диссипации энергии ( 2 2
s  ), положительная по определению, откуда следу-

ет и положительность кинематических вязкостей K1, K2, K3 > 0.  
 Коэффициенты турбулентных вязкостей TnK  имеют вид [Арсеньев и др., 2010] 

1,3 1TK C J  , 2 2 1,TK K   2 2 1( / ) 1,pC      p > 0.    (9) 

Здесь 1  – субмезомасштаб 0<<1<< <<L, где 3 1/4
0 1~ ( / )    – внутренний мас-

штаб турбулентности;   – скорость диссипации турбулентной энергии [Обухов, 1988]. 
Коэффициент 1C  в нашей модели соответствует коэффициенту С в работе [Iovieno, 
Tordella, 2002], где предлагается несколько иная модель мезомасштабной турбулентно-
сти1.  
 Для скорости диссипации энергии турбулентности используется выражение, при-
водимое в [Арсеньев и др., 2010]: ( ) 2 3

2 12 2dis TE K C J      , из которого следует, что 
формулы (9) согласуются с представлением Колмогорова – Обухова [Обухов, 1988]: 

( ) ( ) 4 1/3~ ( ) ~T disK E J    . 
 В работе [Искендеров, Николаевский, 1991] было отмечено, что в атмосфере име-
ется фоновая мезозавихренность bk , соответствующая некоторому фоновому мезо-
масштабу bk bkJ    . В качестве упрощения в (9) вместо J мы используем неко-

торое характерное постоянное значение момента инерции 0J  вместо J; при этом выра-
жения для суммарных кинематических коэффициентов вязкости принимают вид: 

1,3 2 2 1( ),K Af K K    ,        (10) 

где 1 0 0( ) constbkA C J     – значение коэффициента суммарной кинематической 
вязкости в начальный момент, 0 (0, ) CX   , а безразмерная функция f() имеет вид  

0( ) ( ) / ( )bk bkf       .     (11) 
                                                
1 Эти авторы не поняли нашего принципа осреднения и привели его искаженную форму. 
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Начально-краевая задача и метод ее численного решения 
 
 В используемой модели для атмосферы как идеального двухатомного газа спра-
ведливы уравнения адиабаты: 0 0ln( / ) 2.5ln( / )T T   , 0 0ln( / ) 3.5ln( / )P P T T , а на-
чальное распределение температуры по высоте является сухоадиабатическим: 

0( , , ,0) ( ) (1 )a aT x y z T z T z    . Здесь нулевые индексы соответствует значениям стан-
дартной атмосферы на уровне моря; 0 /a PT g C  0.0098 Kм–1 – сухоадиабатический гра-
диент температуры; PC   1005 Джкг–1 K–1 – удельная теплоемкость воздуха при постоян-
ном давлении. 
 Учитывая уравнения адиабаты и вводя новую независимую переменную 

( , , , ) ln( ( , , , ) / ( , , ,0))a x y z t x y z t x y z   , уравнения (6) можно записать в виде:  

 

2

2
3

2

[ ],

( ) 2 [ ]  

(exp(0.4 ) 1) 2 ,

( ),

( (2 / ) ( )( ) ,

jt j

jt i j j i i i j j ij j ijk k

i i ijk j k

t j j j j

t i j j i i j j i j i j i ijk j k

a D U

U U U A f U U e D f

g a c a U
J = U J A f J J

F = U F A f F F f J F J F





  

                 
 

      

       

                

  (12) 

где 0 0ln( ( , , ,0) / ) 2.5 /(1 )z z a aa x y z z         ;  3 0[ ]j j j j zD B B B a a


      ; j    

[ ]jD f


 ; 2 2
0 (1 )exp(0.4 )ac c z a    – квадрат скорости звука; 2

0 0( / ) (7 / 5)a a ac P R T     – 
его значение на уровне моря; Ra=287.04 Джкг–1 K–1 – стандартное значение газовой по-
стоянной сухого воздуха; T0 = 298 K – среднегодовое значение температуры воздуха на 
уровне моря, а функция f определена в (11). 
 Уравнения (12) представляют собой систему восьми нелинейных уравнений с ча-
стными производными смешанного типа третьего порядка по пространственным пере-
менным (поскольку F=+0.5rotU). Задача ставится в прямоугольной области 

1{| |, | | ,  0 }D x y L z H     с краевыми условиями 

kz

z , , z

1

0 :   0,    0,    | | ,  ( , ),   ,
:     0,  0,   0,   0,   0,

| |, | | :   0,     .

i z f k bk

z x y x y z z

n i n i bk

z U R C V V k x y J J
z H U U F J
x y L U F J J

        

         

     

  (13) 

Здесь n  – нормальные производные на соответствующих границах; bkJ  – фоновый 
момент инерции;  

2 2
2

0

( , , ) / ; ; (2 )
H

k k x y kz kz kzj jV U x y z dz H V V V R Af e        ; 

2(2 )kz kz kzj jR Af e      ; 
0.250.1375( / )f rghC z H , 

где Сf – коэффициент трения; zrgh – высота шероховатости.  
 Граничные условия по скорости соответствуют стандартным моделям расчетов 
интенсивных атмосферных вихрей [Хаин, Сутырин, 1983].  
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 Начальные условия в цилиндрической системе координат (r, z, ) имеют вид: 

0 0

0 1 1

2
0 1 1

1 0

( / ) ( ) ( ),    0,

( / ( )) ( ) ( ( ) ),    0,

( )(1 ( / ( )) ) ( ) ( ( ) ) ,
2 2( ) (0.5 ) exp 1 ,   

ln(1
( ) 4 (1 ),   ( )

ur o uz r z

z ur uz r

bk uz bk

bk bk

ur uz

U U f r R f z R r U U a
f r R z f z R z r

J J J r R z f z R z r J
z zR z J R J

H H

f f z





     

       

     

     
 

     
/ )

.
ln(1 / )

rgh

rgh

z z
H z




   (14) 

Здесь 0R L  – размер начального мезовихревого облака; 0U , 0 , 0J  – начальные ам-
плитуды скорости ветра, мезозавихренности и момента инерции;  (r) – функция Хеви-
сайда.  
 Начально-краевая задача (12)–(14) решалась численно с помощью модифициро-
ванного метода Рунге – Кутта – Адамса, называемого “чехарда” (МРКАч, английское 
название – MRKAl), который детально описан в [Аветисян и др., 2008].  
 Схема МРКАч условно устойчива и обладает вторым порядком точности по вре-
менным и пространственным переменным. Критерий устойчивости этой схемы близок 
к критерию явной схемы МакКормака [Флетчер, 1991]. Алгоритм в сокращенном виде 
можно описать следующим образом.  
 Пусть ( ) ( ){ ; ; ; }n n

X Xy a U J F
 

, ( ) ( ){ ; ; }n n
X Xu U J F

 
 – значения соответствующих пере-

менных в трехмерной сеточной точке X на временном слое tn=n  (индекс X далее опус-
каем). Полагая известными значения на n-м и (n–1)-м слоях и используя простейшую 
интерполяцию Адамса, можно получить значения на временном подслое (n+1/4):  

( 1/4) ( 1)1.25 0.25n n ny y y   .          (15) 
Тогда значения следующего временного слоя – (n+1)-го – рассчитываются следующим 
образом: 

( 1/2) ( ) ( 1/4) ( 1/4)

( 1/2) ( 1) ( ) ( ) ( )

( ) ( 1) ( ) ( ) ( )

( 1) ( ) ( 1/2) ( 1/2)

( 1) ( ) ( 1/2) ( 1/2)

0.5 [ ;  ],
0.5( ) [ ; ],

0.5( ) 0.5 [ ; ],

[ ;  ],
[ ; ],

n n n n
u

n n n n n
a

n n n n n
a

n n n n
u

n n n n
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u u a u
a a a a u
a a a a u
u u a u
a a a u

  

 



  

  

  

   

   

  

  





    (16) 

где u , a  – правые части (12), записанные в форме конечных разностей. 
 Вычисления производились на следующих кластерах: AMD AThlon XP 1500 + 
Myrinet и Dual-Coré Intel® Xeon® 5160 Myrinet 2000 в Институте системного програм-
мирования РАН и на кластере MVS1000M (процессоры Power 2.2 GHz, Myrinet, 2 Gbit/s) 
в МВЦ РАН (JSCC RAS). Реализация вычислений на кластерах различной архитектуры 
без изменения исходного кода оказалась возможной благодаря использованию среды 
параллельного программирования Parjava [Ivannikov et al., 2003].  
 Распараллеливание осуществлялось двумерным разбиением расчетной области, 
что позволило сократить время обмена данными между параллельными вычислитель-
ными потоками. Вопросы оптимизации параллельных вычислений в зависимости от 
способа разбиения расчетной области, размера сеточных матриц и количества процес-
соров в кластере описаны в [Avetisyan et al., 2007]. 
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Результаты численного моделирования 
 
 Далее представлены результаты численного моделирования начально-краевой за-
дачи (12)–(14) при следующих основных размерных данных: 12L =H=1500 м, 

0 trnL R R  =300 м, 0 trnU V =1.5 м/с, A=1000 м2/с, rghz =0.1 м. Безразмерные параметры 
счетной задачи имеют значения: 2 =0.02, 0.5(1 )M rel relJ   =750, V   

20.5 (1 )rel   =120, где 0 0 0 0 0/ /rel R U       и 2
0 0/relJ J R . Использование без-

размерных параметров объясняется тем, что, как показано в [Арсеньев, Губарь, Никола-
евский, 2004; Арсеньев и др., 2010], процесс образования торнадо в основном определя-
ется величиной чисел подобия M , V , 2 . Два оставшихся параметра – bkJ  и bk  – 
также заданы в безразмерной форме: 0/bkrel bkJ J J =0.05; 0/bkrel bk    =0.01. Количе-
ство узлов сетки – x y zN N N  =80; размер ячейки – 12 / ...xh L N   / zH N =18.75 м;  
шаг по времени –   0.35 с. 
 В ходе счета сохранялись значения всех восьми функций системы уравнений (12) в 
трехмерной сеточной области в моменты времени m outt m  , out  10.34 c, m=0, 1, 2, ..., 16. 
Далее будут представлены лишь проекции скорости ветра в различных сечениях в опре-
деленные моменты времени, наиболее наглядно отображающие структуру торнадо.  
 Двумерные поля воздушных течений в центральном вертикальном сечении (y=0 – 
рис. 1) и в горизонтальных сечениях на трех разных высотах (z=187.5 м – рис. 2; z=750 м – 
рис. 3; z=1125 м – рис. 4) рассчитаны для последовательных моментов времени и пред-
ставлены в виде серий на рис. 1–4. Векторные поля на каждом из рисунков нормализова-
ны по максимальному значению в данном сечении в данный момент времени.  
 На рис. 1 представлены проекции вектора скорости ветра на плоскость X0Z – 

1,3
( ,0, , )xz k k m

k
U e U x z t


 

    в квадратной сеточной области {|x|750 м; 0z1500 м} в по-

следовательные моменты времени tm: t1=10.34 с (а); t4=41.36 с (б); t6=62.94 с (в);  
t8=82.72 с (г); t11=113.7 с (д); t16=165.4 с (е).  Для каждого момента времени на рисунке при-
ведены значения среднеквадратичной скорости ветра ( )kU U t 

2 ( )
( , , , )k L D

U x y z t


.  

 Основные мгновенные центры вертикально-радиальной циркуляции на рис. 1 ус-
ловно обозначены круговыми стрелками. Заметим, что в начальный момент, согласно 
(14), поле скорости ветра не обладало ни вертикальными, ни радиальными компонен-
тами, а представляло собой циклоническое тангенциальное вращение с амплитудой 
азимутальной скорости U0=1.5 м/с.  
 Вертикально-радиальная циркуляция ветра создается благодаря описываемому 
уравнениями (12) взаимодействию макроскорости (наблюдаемой скорости ветра) с ме-
зовихрями. Энергия мезовихрей падает, питая растущую до определенного предела 
энергию ветра.  
 Показанные на рис. 1 основные мгновенные центры вертикально-радиальной 
циркуляции со временем поднимаются, отклоняясь от вертикальной оси торнадо. Вер-
тикальные и радиальные компоненты ветра быстро растут, достигают максимума, за-
тем, что характерно для торнадо, медленно затухают. 
 Макродвижения воздуха в целом можно описать как подсос приповерхностных 
слоев от периферии торнадо к его центру, после чего происходит подъем воздушных 
масс внутри стены глаза торнадо до высоты около километра, где наблюдается диверген-
ция и происходит отток воздуха к периферии. Наконец, периферийные верхние слои воз-
духа опускаются, замыкая тем самым вертикально-радиальную циркуляцию в торнадо.  
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Рис. 1. Проекции вектора скорости ветра на плоскость X0Z в квадратной сеточной области 
{|x|750 м (по горизонтали); 0z1500 м (по вертикали)} в разные моменты времени tm. Описа-
ние см. в тексте 
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Рис. 2. Проекции вектора скорости ветра на плоскость X0Y на высоте z = 187.5 м: 
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   в квадратной сеточной области {|x|750 м (по горизонтали); |y|750 м 

(по вертикали)} в последовательные моменты времени tm: t0=0 с (а); t1=10.34 с (б); t4=41.36 с (в); 
t8=82.72 с (г); t12=124.1 с (д); t16=165.4 с (е) 
 

а б

в г

 
 

Рис. 3. Проекции вектора скорости ветра на плоскость X0Y на высоте z = 750 м: 

1,2
( , , 750 м, )xy k k m

k
U e U x y t


 

   в квадратной сеточной области {|x|750 м (по горизонтали); |y|750 м 

(по вертикали)} в моменты времени tm: t2=20.7 с (а); t7=72.4 с (б); t10=103.4 с (в); t16=165.4 с (г) 
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Рис. 4. Проекции вектора скорости ветра на плоскость X0Y на высоте z = 1125 м: 

1,2
( , ,1125 м, )xy k k m

k
U e U x y t


 

   в квадратной сеточной области {|x|750 м (по горизонтали); 

|y|750 м (по вертикали)} в моменты времени tm: t3=31 с (а); t7=72.4 с (б); t10=103.4 с (в); 
t13=134.4 с (г); t14=144.8 с (д); t16=165.4 с (е) 
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 Максимум расчетной вертикальной скорости воздуха Uz достигался в центре тор-
надо на высоте z600 м при t = 51.7 с и составлял 31 м/с. В этот же момент времени 
максимум радиальной скорости притока составлял около 7 м/с (z=500 м, x=r=230 м), а 
оттока – приблизительно 5 м/с (z=1200 м, x=r=330 м). 
 Характерная грибовидная форма торнадо в данной численной модели формирует-
ся примерно за 2–2.5 мин (см. рис. 1, г, е). 
 Для удобства дальнейшего изложения введем определение максимальной гори-
зонтальной скорости ветра на данной высоте в данный момент времени: 

1

2 2

| |,| |
( , ) max ( , , , ) ( , , , )hor x yx y L

U z t U x y z t U x y z t


  .    (17) 

 Как следует из начальных условий (14), на рис. 2, a представлено чисто циклониче-
ское движение с амплитудой тангенциальной скорости || || ( ,0) ( ,0)C horU z U z  =1.2 м/с 

внутри начального радиуса 2 2
0r x y R   =300 м. Со временем возникает и растет ра-

диальный поток к стене глаза торнадо. В рассматриваемой расчетной модели торнадо за 
10 с горизонтальная скорость ветра увеличивается в 10 раз и достигает 12 м/с. При этом 
радиус стены глаза торнадо сужается до r153 м (рис. 2, б). В дальнейшем радиус стены 
глаза торнадо на этой высоте продолжает уменьшаться, приближаясь к значению r110 м 
(см. рис. 2, в–е). Как внутри, так и снаружи стены, массы воздуха стремятся к стене глаза 
по циклонической спирали, направленной вверх. Однако на угловых участках расчетной 
области наблюдаются более сложные течения. Например, в углах рис. 2, д видны конг-
ломераты из четырех вихрей разной полярности, напоминающие картину течения при 
ударе струи в стену. Четыре угловых зоны оттока видны также на рис. 2, е, что, скорее 
всего, объясняется прямоугольной геометрией расчетной области. Максимальная гори-
зонтальная скорость ветра на данной высоте достигает примерно 14 м/с при t12 с.  
 Эволюция горизонтальных потоков, представленных на рис. 3, напоминает карти-
ну на рис. 2 при z=187.5 м. Различия состоят в том, что максимальная горизонтальная 
скорость ветра на высоте 750 м больше (28 м/с) и достигается позже (примерно к 
22 с). На рис. 3 четко прослеживаются увеличение толщины стены глаза торнадо 
(рис. 3, б) и более интенсивные и сложные по конфигурации горизонтальные течения 
на периферии (рис. 3, в, г). Картина горизонтальных течений в начальный момент ана-
логична показанным на рис. 2, a – это чисто тангенциальное циклоническое вращение, 
но, согласно (14), имеющее разные амплитуды на разных высотах.  
 Представленные на рис. 4 проекции вектора скорости ветра на плоскость X0Y рас-
считаны для z = 1125 м. На этой высоте максимальная горизонтальная скорость ветра 
достигается примерно за 31 с и составляет 30 м/с. В этой области и выше уже четко 
прослеживаются центробежные тенденции – отток воздуха к периферии, растущий со 
временем (см. рис. 4, б–д, рис. 1, в–е). Радиус стены глаза достигает 550 м при t7=72.4 с, 
(рис. 4, б); после t=t10=103.4 с интенсивные горизонтальные течения распространяются 
на всю область задачи (рис. 4, в–е). 
 При t>100 с возникают вторичные мезовихри, центры которых располагаются на 
расстоянии r  260 м (рис. 4, г–е). 
 Система из четырех вторичных мезовихрей относительно стабильна, центры этих 
вихрей вращаются циклонически (против часовой стрелки) с угловой скоростью 

SV 0.0116 с–1 (рис. 4, г–е). Подобная структура мезовихрей отмечалась в стене глаза 
урагана Изабель 12–13.09.2003 г. [Kossin, Schubert, 2004; Aberson, Montgomery, Black, 
2004]. Подробнее этот вопрос обсуждается в следующем разделе. 
 На рис. 5 приведены графики изменения горизонтальной скорости ветра на раз-
ных высотах z в зависимости от времени – ( , )horU z t . 
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Рис. 5. Изменение горизонтальной скорости ветра на разных высотах z в зависимости от  
времени 
 1 – z =187.5 м; 2 – z =750 м; 3 – z =1125 м; 4 – z =1481 м 
 

Обсуждения и выводы 
 
  Для сравнения результатов численного моделирования с данными наблюдений 
ниже приведены расчетная трехмерная структура полей ветра при t=165.4 с (рис. 6, слева) и 
фотография характерного торнадо категории T3, наблюдаемого автором фотографии в 
августе 2005 г. в штате Монтана, США (рис. 6, справа). 
 Можно видеть, что результаты расчетов по принятой модели для торнадо катего-
рии T3 достаточно хорошо сходятся с наблюдаемой картиной как по времени, так и по 
пространству. Большинство известных до настоящего времени реальных торнадо име-
ют аналогичную структуру, о чем свидетельствует ряд работ (см., например, [Арсеньев 
и др., 2010]). 
 

 
 
Рис. 6. Расчетная трехмерная структура полей ветра при t=165.4 с (слева) и фотография торнадо 
категории T3, наблюдаемого в августе 2005 г. в штате Монтана, США (справа, фото А.Б. Пан-
шина) 
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 Еще одно визуальное сравнение трехмерных полей ветра, рассчитанных для на-
шей модели торнадо, с реальным торнадо представлено на рис. 7, где слева – трехмер-
ная изометрия полей ветра в модели при t=93 с, а справа – снимок торнадо в Юнион 
Сити (Оклахома, США, 1973 г.)1. 
 

XY
 

 
Рис. 7. Трехмерная изометрия полей ветра в нашей модели при t=90.03 с (слева) и фотография 
торнадо на ранней стадии формирования в Юнион Сити, Оклахома, США, 1973 г. (справа)  
 
 Несомненный интерес вызывает сравнение вторичных мезовихрей в нашей модели 
(см. рис. 4, г–е) со сходным явлением, наблюдавшимся в мощных ураганах. На рис. 8 
слева показана фотография урагана Изабель (13.09.2003 г., 18:45 UTС) [Kossin, Schubert, 
2004; Aberson, Montgomery, Black, 2004], сделанная спутником GOES-12, а справа – гори-
зонтальное сечение полей ветра в нашей модели (увеличенная часть рис. 4, е). 
 

De
Dc

Rw

Dp

 
 

Рис. 8. Спутниковый снимок глаза урагана Изабель (GOES-12, 13.09.2003 г., 18:45 UTC, 
[Kossin, Schubert, 2004; Aberson, Montgomery, Black, 2004]). Справа – увеличенная часть глаза 
торнадо в нашей модели (см. рис. 4, е; расшифровка обозначений указана в тексте) 
                                                
1 На снимке показано первое торнадо, обнаруженное на ранней стадии с помощью допплер-радара (Na-

tional Severe Storms Laboratory Doppler radar; http://celebrating200years.noaa.gov/breakthroughs/tornad-
owarnings/). 
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В обоих случаях четко видны четыре вторичных мезовихря стены глаза, вращающихся 
вокруг оси основного вихря.  
 В таблице приведено сопоставление основных масштабов явления для урагана 
Изабель и нашей модели: диаметров стены глаза (De), центральных вихрей (Dc), вто-
ричных вихрей (Dp) и радиусов орбит вращения центров вторичных вихрей (Rw) 
 

 De, км Dc, км Dp, км Rw, км 
Ураган Изабель 70 24.6 19.4 25 
Модель торнадо 1.1 0.37 0.27 0.36 

 
Геометрическое подобие обеих систем вихревых течений очевидно, различие проявля-
ется лишь в масштабах явлений. 
 Для дальнейшего сравнения двух явлений необходимо сделать перемасштабиро-
вание наших результатов по времени, пространственным координатам и скорости. Если 
осреднить максимальные скорости ветра в нашей модели (17) по вертикали, получим 
скорость максимальных ветров ( )MWVU t  (MWV – Maximal Wind Velocity): 

0
( ) ( , ) /

H

MWV horU t U z t dz H  . 

 В работе [Bell, Montgomery, 2008] приводится аналогичная величина скорости 
( )BTVU t  (BTV – Best-Track Velocity). При этом рассматриваются разные масштабы вре-

мени t и t. Можно нормализовать скорость ветра в нашей модели к скорости ветра на 
пути следования урагана Изабель: 

( ) ( )MWVN U MWVU t k U t , 
где kU – отношение абсолютного максимума скорости в урагане Изабель (74.9 м/с) к аб-
солютному максимуму скорости в нашей модели (42.11 м/с). 
 Определим типичный масштаб времени в урагане Изабель TI как интервал време-
ни от 00:00 UTC (6.09.2003 г.) до 12:00 UTC (11.09.2003 г.), в течение которого тропиче-
ская депрессия с ( )BTVU t =16.4 м/с достигла максимального уровня урагана категории V 
(74.9 м/с).  
 Аналогично определим типичный масштаб времени в нашей модели TM  как пери-
од времени, в течение которого нормализованная скорость максимальных ветров 

( )MWVNU t  возросла от 16.4 м/с до своего максимума (74.9 м/с). Перемасштабировав мо-
дельное время с множителем kT=TI/TM 5233, мы можем сравнить эволюцию скорости 
максимальных ветров в нашей модели ( ) ( )MWVNT MWVN TU t U t k    со скоростью ( )BTVU t  в 
урагане Изабель (рис. 9). 
 Горизонтальные пространственные координаты в модели необходимо также пе-
ремасштабировать, например, с помощью коэффициента kD=De/de63.63; при этом в пе-
ремасштабированной модели изменится и модуль коэффициента горизонтального тур-
булентного обмена: AA=AkD

2/kT774 м2/с. Такое значение хорошо согласуется с дан-
ными измерений горизонтального турбообмена в виолентных ураганах [Zhang, Mont-
gomery, 2012]. 
 Интерес к мезовихрям внутри или на границе стены глаза является не только 
практическим. В ряде работ [Bell, Montgomery, 2008; Rutherford et al., 2010] авторы в 
основном использовали так называемую “простую двумерную баротропную” модель. 
Мы придерживаемся взглядов [Kossin, Schubert, 2004; Bell, Montgomery, 2008], когда 
при моделировании опускаются несущественные слагаемые в уравнениях. 
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Рис. 9. Сопоставление эволюции скорости максимальных ветров на пути следования урагана 
Изабель ( )BTVU t  [Bell, Montgomery, 2008] (кривая 1, м/с) и перемасштабированной максималь-
ной скорости ветра в нашей модели ( )MWVNTU t  (кривая 2, м/с). На оси абсцисс время t в сут-
ках от 6 до 20 сентября 2003 г. Стрелками отмечены периоды возникновения вторичных  
мезовихрей 
 
 Возможность моделирования динамики ураганов в “простой баротропной моде-
ли” [Emanuel, 2003; Kossin, Schubert, 2004; Bell, Montgomery, 2008] была показана еще в 
работе [Montgomery, Vladimirov, Denissenko, 2002]. Наша мезовихревая модель, не по-
кушаясь на ранее достигнутые результаты [Montgomery, Vladimirov, Denissenko, 2002; 
Emanuel, 2003; Kossin, Schubert, 2004; Bell, Montgomery, 2008; Rutherford et al., 2010] (а 
в будущем, возможно, используя их), позволяет моделировать интенсивные атмосфер-
ные вихри разной категории, в том числе ураганы  категорий I–V. 
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VORTICES AND TORNADO  
IN MESOSCALE TURBULENCE THEORY:  

A NUMERICAL PATTERN OF 3D TORNADO RISE1 
 

V.N. Nikolaevskiy, A.Yu. Gubar 
 

Institute of Physics of the Earth, Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia 
 
Abstract. The concept of homogeneity in turbulence is extended to the case of constant mean velocity gradient. 
This approach is relevant to a stratified atmosphere and differential volumes in any continuum model. The basic 
ideas of A.N. Kolmogorov for such a situation are recalled. It is shown that they are in full accordance with the 
possibility to introduce the angular velocity pseudo-vector as internal parameter for thermodynamically open 
turbulent system if its scale exceeds mesovortex size. 
 The continuum description is formulated within the standard Cauchy's approach to the tensor of stresses 
averaged over cross-sections of the representative space cell. The possible asymmetry of the tensor is a conse-
quence of the angular moment balance of the mesovortices. As the result, the effective 3D + time nonlinear 
equation set is developed. The suggested solution describes the tornado generation from a cloud of initial vor-
tices. The dependence of turbulent rotation viscosity on spin vortex velocity permits to localize the tornado body 
due to the nonlinear diffusion effect.  
 Numerical calculations were performed at two different clusters using Parjava program environment. The 
growth of a typical tornado structure, including secondary mesovortexes, rotating inside the tornado eye wall, is 
shown in a sequence of pictures. Their visual comparison with the Isabel hurricane (12–13.09.2003) is repre-
sented. 
 
Keywords: tornado, vortices, turbulence, angular momentum, scaling. 

                                                
1 The paper is based on the lecture given at the session “In memory of Andrey N. Kolmogorov” in the New Rus-

sian University. 


