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 ВВЕДЕНИЕ

Активная лучевая сейсмическая томография яв�
ляется одним из основных методов изучения внут�
реннего строения Земли в различных масштабах: от
региональных сейсмических экспериментов [Zelt,
Barton, 1996; Evangelidis et al., 2004], до локальных ин�
женерно�геофизических исследований [Yordkayhun
et al., 2007; Schijns et al., 2009]. Несмотря на то, что
волновое поле содержит несравнимо больше инфор�
мации, чем используемые в лучевой томографии
времена пробега сейсмических волн, инверсия вол�
новых форм пока еще не в состоянии вытеснить лу�
чевые методы. Это связано с несравненно бо*льшими
трудностями как принципиального, так и вычисли�
тельного характера, которые, в частности, делают ре�
зультат инверсии волновых форм кардинальным об�
разом зависящим от правильности выбора модели
начального приближения [Pratt, 1999]. Важнейшим
средством создания таких моделей остается лучевая

сейсмическая томография. Поэтому развитие мето�
дов лучевой томографии по сей день является акту�
альной задачей, над которой активно работают науч�
ные коллективы всего мира. Ежегодно публикуются
многочисленные исследования, посвященные при�
менению этих методов к изучению различных геост�
руктур [Vermeesch et al., 2009; Evain et al., 2010 и др.]. 

В обзорной работе [Яновская, 1997] обозначены
ряд ключевых проблем лучевой сейсмической томо�
графии, большинство из которых не решены до на�
стоящего времени. В качестве основной трудности
указывается на необходимость привлекать очень
большой объем данных, что приводит к затратам опе�
ративной памяти ЭВМ и времени, необходимого для
проведения вычислений. Несмотря на то, что за про�
шедшие 13 лет возможности вычислительной тех�
ники многократно возросли, указанная проблема
остается актуальной, поскольку одновременно воз�
росли и объемы данных, получаемые в сейсмиче�
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В результате настоящего исследования разработан и опробован алгоритм решения обратной кине�
матической задачи активной лучевой сейсмической томографии, предназначенный для восстанов�
ления трехмерных скоростной модели типа “слой на полупространстве”. Алгоритм рассматривает
нижнюю границу слоя как сейсмическую границу первого рода (разрыв скорости), положение ко�
торой неизвестно и определяется в ходе инверсии одновременно с вариациями скорости в объеме
вышележащего слоя и граничными скоростями. Для инверсии могут быть использованы данные о
временах пробега рефрагированных, головных и отраженных волн. В основе алгоритма лежит идея
адаптивной параметризации среды посредством разложения характеристик модели в разреженный
ряд по вэйвлет�функциям Хаара. Для исключения членов разложения, соответствующих плохо обу�
словленным неизвестным, предлагается использовать совокупность двух эмпирических мер разре�
шающей способности: числа сейсмических лучей, приходящихся на носитель соответствующей ба�
зисной функции, и углового покрытия – разброса азимутов этих лучей. Проведено исследование
адекватности предлагаемых мер разрешающей способности, для чего на тестовых примерах значе�
ния указанных мер рассчитывались одновременно с матрицей разрешения. В результате их сопо�
ставления показано, что предлагаемые меры действительно могут быть использованы для статисти�
ческой оценки разрешающей способности и отбраковки плохо обусловленных неизвестных, а так�
же что наилучшие результаты достигаются при одновременном использовании числа лучей,
нормированного на размер носителя базисной функции, и углового покрытия. Разработан алго�
ритм отбраковки неизвестных, праметры которого позволяют изменять детальность восстанавлива�
емой модели. Результаты опробования алгоритма на синтетическом модельном примере ”шахмат�
ного“ типа демонстрируют его эффективность. Алгоритм может быть использован при решении
широкого круга задач активным сейсмическим методом, включая региональные сейсмические ис�
следования, разведочные и инженерно�геофизические исследования. Применение данного метода
наиболее оправдано в тех случаях, когда имеет значение трехмерная неоднородность среды, и когда
применение традиционных сейсмических методов, требующих расположения регулярной системы
наблюдений непосредственно над изучаемой структурой (таких, как метод ОГТ), невозможно: в
частности, при сейсмическом просвечивании оснований зданий и сооружений и в условиях пересе�
ченной местности. 
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ском эксперименте, а также требования к детально�
сти и качеству результата. Кроме того, геофизиче�
ская практика требует, чтобы алгоритм инверсии
мог применяться оперативно и зачастую – в поле�
вых условиях (с использованием портативного ком�
пьютера), для коррекции методики и геометрии
эксперимента. Таким образом проблема оптимиза�
ции вычислительных затрат путем создания эф�
фективных алгоритмов и их программных реали�
заций остается одной из наиболее важных. Другой
важной проблемой лучевой сейсмической томо�
графии, также обозначенной в [Яновская, 1997], а
также в недавно опубликованной монографии
[Nolet, 2008], является оценка разрешающей спо�
собности данных и построение адекватных этой
разрешающей способности моделей среды. Ука�
занные проблемы в значительной мере взаимосвя�
заны, поскольку высокие требования к вычисли�
тельным мощностям зачастую обусловлены избы�
точной детальной параметризацией модели, не
отвечающей реальной разрешающей способности.
Исследование, которому посвящена настоящая ра�
бота, направлено, в частности, на поиск решения
этих проблем. 

Известно, что в реальных сейсмических экспе�
риментах разрешающая способность, определяемая
числом независимых сейсмических лучей, а также
их направлением, как правило весьма неоднородна
в изучаемом объеме. В ходе инверсии желательно
получать информацию о распределении сейсмиче�
ских скоростей с максимально возможной деталь�
ностью, что на практике означает выбор аппрокси�
мирующей системы узлов (“сетки”) с достаточно
малым расстоянием между узлами (“шагом сетки”).
Если при этом шаг сетки постоянен во всем объеме
модели, а реальная разрешающая способность ме�
няется, то в областях плохо освещенных сейсмиче�
скими лучами весьма вероятно возникновение ар�
тефактов: ложных аномалий скорости, не обуслов�
ленных данными. Кроме того, с вычислительной
точки зрения обратная задача становится зачастую
переопределенной и во всяком случае – плохо обу�
словленной, что требует применения специальных
численных методов ее решения. 

Наиболее распространенным подходом к реше�
нию таких задач является использование регуляри�
зации [Тихонов, Арсенин, 1986], в качестве регуляри�
зирующего функционала, как правило, используется
мера гладкости искомого распределения скорости
(напр., [Hobro et al., 2003]). Регуляризация с использо�
ванием меры гладкости успешно подавляет возникно�
вение осцилляций скорости, не подкрепленных
данными, и улучшает обусловленность систем урав�
нений, однако обладает и рядом недостатков. Во�
первых, требование гладкости одновременно при�
меняется ко всем частям модели, независимо от
разрешающей способности, а, следовательно, до�
полнительно сглаживается, и решение в хорошо
освещенных лучами областях, что не позволяет по�

лучить здесь модели с максимально возможной сте�
пенью детальности. Во�вторых, число неизвестных
остается неизменным и заведомо избыточным (по�
скольку в плохо разрешенных областях модели чис�
ло узлов детальной сетки избыточно), а число урав�
нений входящих в систему увеличивается за счет до�
полнительных условий на гладкость (на утроенное
число узлов для трехмерной модели). Это выдвигает
еще более высокие требования к объему оператив�
ной памяти и вычислительной мощности компью�
тера и дополнительно увеличивает время счета. 

Альтернативный подход состоит в использова�
нии неоднородной параметризации среды, согласо�
ванной с локальной разрешающей способностью. В
настоящей работе предложен алгоритм, основан�
ный на принципе разложения представленного на
“базовой” сетке скоростного поля в разреженный
ряд по системе вэйвлет�функций. При использова�
нии семейства вэйвлетов Хаара наш подход оказы�
вается эквивалентен построению неоднородной ап�
проксимации путем укрупнения ячеек базовой сет�
ки в плохо освещенных сейсмическими лучами
областях, однако обладает значительными алгорит�
мическими преимуществами. К настоящему време�
ни вэйвлет�разложение широко применяется в са�
мых разных областях, включая решение обратных
задач и, в частности, в медицинской томографии
[Rantala et al., 2006]. Однако примеры применения
вэйвлет�разложения для решения обратных задач
сейсмической томографии до настоящего времени
ограничивались отдельными работами, посвящен�
ными двумерной томографии поверхности ядра−
мантия [Chiao, Kuo, 2001] и пассивной локальной
сейсмотомографии [Chiao, Liang, 2003]. Как отме�
чено в недавно опубликованной фундаментальной
монографии одного из основателей и ведущих ми�
ровых специалистов в области сейсмической томо�
графии Густава Ноле [Nolet, 2008], создание “мно�
гомасштабных” (т.е., с неоднородной разрешающей
способностью, адаптированной к возможностям
конкретного набора данных) алгоритмов на основе
вэйвлет�разложения должно стать предметом ис�
следований в ближайшие годы. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В настоящей работе рассмотрен алгоритм, осу�
ществляющий решение обратной задачи активной
лучевой сейсмической томографии в рамках трех�
мерной модели среды вида слой на полупростран�
стве. Верхняя граница слоя задана и ее положение
не изменяется в процессе инверсии. Определяемы�
ми параметрами являются: объемные вариации
скорости сейсмических волн в слое, положение
нижней границы слоя, а также граничные скорости
(т.е. скорости распространения головных волн в
нижнем полупространстве вдоль границы слоя).
Для инверсии используются данные о вступлениях
трех типов волн: (а) волн, рефрагированных в слое,
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(б) головных волн, распространяющихся в нижнем
полупространстве вдоль границы слоя и (в) волн,
однократно отраженных от нижней границы слоя. 

Такой алгоритм является основным блоком для
определения строения среды в рамках слоистой мо�
дели (с параметризацией границ в виде однознач�
ных функций горизонтальных координат) на осно�
ве принципа “снятия слоев”. Принцип снятия сло�
ев состоит в последовательном определении
скоростей и положения границ в слоях начиная с
верхнего. При определении структуры каждого по�
следующего слоя строение вышележащей части
среды считается заданым. Такой подход в настоя�
щее время является наиболее распространенным в
тех немногочисленных алгоритмах трехмерной ак�
тивной лучевой сейсмотомографии, которые в яв�
ной форме включают представление о границах
раздела слоев, как о разрывах скорости (сейсмиче�
ских границах первого рода) (напр., [Hobro et al.,
2003]). Несмотря на очевидные алгоритмические
преимущества принцип снятия слоев имеет и ряд
недостатков, среди которых необходимо отметить
два основных. Во�первых, для его успешного при�
менения необходима правильная идентификация
фаз на сейсмограммах и их отнесение к соответству�
ющим типам волн и порождающим их слоям и гра�
ницам, что при сложном строении среды представ�
ляет нетривиальную задачу. Во�вторых, в рамках
принципа снятия слоев волны, проникающие в
подстилающее слой полупространство, считаются
головными, т.е. распространяющимися вдоль гра�
ницы слоев. Преломленно�рефрагированные вол�
ны при этом, в лучшем случае, исключаются из рас�
смотрения на данном этапе, либо ошибочно иден�
тифицируются как головные, что может вести к
искажениям результатов инверсии. Для преодоле�
ния указанной трудности нами был разработан спе�
циальный алгоритм трассировки сейсмических лу�
чей, автоматически классифицирующий их по ти�
пам волн, тем не менее результаты классификации
зависят от вертикального градиента скорости в
нижнем полупространстве, который задается a prio#
ry. Поэтому следует помнить, что корректность ре�
зультата весьма чувствительна к правильному выбо�
ру модели начального приближения. На практике
мы предпочитаем исключать из рассмотрения те
проникающие в нижнее полупространство лучи,
для которых имеются сомнения в правильности
идентификации фаз на сейсмограммах, либо в кор�
ректности отнесения соответствующего луча к го�
ловной волне. Данный процесс может быть автома�
тизирован путем задания допусков на близость точ�
ки преломления к критической. 

Одновременно рассматриваемый алгоритм мо�
жет быть без какой�либо модификации использо�
ван для осуществления инверсии в рамках традици�
онной параметризации среды в терминах объемных
вариаций скорости без явного задания положения
границ как разрывов скорости. При этом все волны

трактуются как рефрагированные, а положение гра�
ниц параметризуется при помощи зон высокого
вертикального градиента скорости. На этом прин�
ципе основано большинство ныне применяемых
трехмерных алгоритмов активной лучевой сейсми�
ческой томографии [Дитмар, 1993; Hole, 1992; Zelt,
Barton, 1996; Jordan, 2003]. Недостатком указанного
подхода является его частое несоотсветствие геоло�
гической реальности и приближенное описание
строения среды, преимуществом – отсутствие ка�
ких�либо сложностей с идентификацией фаз и
классификацией сейсмических лучей. На практике
полезно при изучении конкретных структур ис�
пользовать оба подхода: принцип “снятия слоев” и
параметризацию без явного задания сейсмических
границ. Общие черты строения среды, выявленные
с использованием этих двух подходов, следует счи�
тать наиболее достоверными. 

Отметим, что наиболее последовательный подход
состоит в аппроксимации среды как совокупности
слоев с неизвестным положением набора отражаю�
щих и преломляющих границ и одновременной ин�
версии всех зарегистрированных вступлений, вклю�
чая те, что соотвествуют лучам, проходящим через
несколько слоев и испытывающим преломление на
совокупности границ. Однако практическая реали�
зация такого алгоритма в трехмерном случае натал�
кивается на сложности принципиального и вычис�
лительного характера. Первые связаны с существен�
ной нелинейностью зависимости времен пробега от
положения границ и приграничных скоростей,
определяющих величины углов преломления и тип
взаимодействия волны с границей (докритическое
или закритическое преломление). Уже в случае од�
ной сейсмической границы первого рода ее восста�
новление (при неизвестном распределении скоро�
стей) представляет сложную задачу. С увеличением
числа границ успех инверсии критически зависит от
правильного выбора модели начального приближе�
ния и простейшая горизонтально�слоистая модель
оказывается недостаточной. В двумерном случае
описанные сложности могут быть преодолены при
помощи полу�интерактивного режима интерпрета�
ции, при котором положение границ раздела кор�
ректируется интерпретатором на основе геологиче�
ских представлений и имеющегося опыта, а автома�
тически определяются вариации скорости в пределах
блоков среды [Zelt, Smith, 1992]. В трехмерном случае
алгоритмом, который принципиально допускает па�
раметризацию среды как совокупности слоев с про�
извольными границами является алгоритм JIVE [Ho�
bro et al., 2003], однако демострация его возможно�
стей на модельных данных приведена только для
случая “слой на полупространстве”, а при его прак�
тическом использовании для изучения многослой�
ных структур используют принцип снятия слоев
[Evangelidis et al., 2004]. Таким образом, проблема
создания полноценного алгоритма трехмерной ин�
версии данных активной сейсмической томогра�
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фии для многослойных сред с границами первого
рода остается открытой. По всей видимости, к ее ре�
шению разумно приступать одновременно с пере�
ходом от использования лучевого приближения к
моделированию в рамках представления о конеч�
ной частоте сейсмических волн. 

АДАПТИВНАЯ ПАРАМЕТРИЗАЦИЯ СРЕДЫ

Условимся называть оптимальной параметриза#
цией изучаемой среды ее описание такой совокуп�
ностью параметров, что (а) все эти параметры могут
быть определены из решения обратной задачи (по
заданному набору данных и с учетом имеющейся
априорной информации) единственным образом,
устойчиво и с допустимой, по условиям задачи, по�
грешностью; и одновременно (б) в результате реше�
ния обратной задачи осуществляется наиболее пол�
ное извлечение из данных геологически содержа�
тельной информации. Из условия (а) в частности
следует, что указанная совокупность параметров со�
ставляет множество корректности [Тихонов, Арсе�
нин, 1979]. Для некорректных линейных обратных
задач вида  где  – вектор (искомых) пара�
метров модели,  – оператор прямой задачи, соот�
ветствующий этому набору параметров и вектору
данных  указанное условие может определяться
близостью так называмого разрешающего операто�

ра  к единичному;  – псевдообратный
оператор, возникающий как следствие применения
того или иного метода регуляризации и обычно не
вычисляемый в явном виде [напр., Жданов, 2007;
Nolet, 2008]. Отметим, что в общем случае возмож�
но описать среду таким (как правило – небольшим)
объемом параметров, что все они могут быть опре�
делены единственным образом и независимо, а со�
ответствующая обратная задача оказывается услов�
но�корректной по Тихонову и без применения ка�
ких�либо методов регуляризации. Однако такая
параметризация обычно оказывается гелогически
малосодержательной: полученные значения пара�
метров практически не изменяют априорные пред�
ставления о строении среды, а потому не является
оптимальной в смысле данного выше определения. 

Задачи сейсмической томографии являются не�
линейными и, в общем случае, – некорректно по�
ставленными. Одновременно, практически все алго�
ритмы их решения [Zelt, Smith, 1992; Дитмар, 1993;
Hobro et al., 2003; Jordan, 2003] основаны на принци�
пе линеаризации: в серии последовательных итера�
ций решается линейная обратная задача вида 

(1)

где  – малое изменение параметров относитель�

но модели  определенной на предыдущей ите�

рации;  =  – отклонение наблю�

денных времен пробега сейсмических волн  от
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вычисленных  для модели, полученной на
предыдущей итерации. Возможность линеаризации
основана на принципе Ферма, согласно которому
первая вариация времени пробега вдоль сейсмиче�
ского луча определяется вариацией скорости вдоль
траектории луча, построенной для модели началь�
ного приближения [см. Яновская, 1997; Nolet,
2008]. При этом задача (1) в общем случае также не�
корректно поставлена. 

Под адаптивной параметризацией среды в зада�
чах сейсмической томографии будем понимать ее
описание (на каждой итерации) подмножеством
параметров µ, из заданного класса  количество и
конкретный набор которых определяются алгорит�
мически на основании анализа имеющихся данных,
таким образом, чтобы возникающая обратная зада�
ча (1) была оптимально параметризована, как опре�
делено выше. 

Следовательно, задача построения адаптивной
параметризации среды сводится к выбору класса па�
раметров  и алгоритма определения подмножества

 Класс  должен обладать следующими
свойствами: (а) быть полным, т.е. обеспечивать вос�
произведение строения среды с заданной точностью
и детальностью, и (б) предоставлять возможность ва�
рьировать детальность описания в зависимости от
локальной разрешающей способности. 

Традиционные описания строения среды при по�
мощи регулярных сеток (ячеек) либо совокупностью
ортогональных полиномов перечисленным требова�
ниям не удовлетворяют, так как позволяют варьиро�
вать детальность описания только глобально, т.е. для
всего объема модели одновременно. Поэтому полу�
чили распространение алгоритмы, основанные на
описании строения среды нерегулярными сетками,
детальность которых изменяется в объеме по задан�
ному правилу. Один из первых алгоритмов, работаю�
щих по этому принципу, описан в работе [Abers, Ro�
ecker, 1991], где было предложено в интерактивном
режиме укрупнять плохо освещенные сейсмически�
ми лучами ячейки путем их объединения в “макроя�
чейки”. В работе [Spakman, Bijwaard, 2001] предло�
жен аналогичный, но уже автоматический алгоритм,
который укрупняет ячейки на основе анализа произ�
вольной скалярной функции, в частности – плотно�
сти сейсмических лучей. В работах [Кулаков, 2008;
Kulakov et al., 1995 и др.] развивается подход, осно�
ванный на параметризации скорости ее значениями
в узлах нерегулярной сети, густота которых пропор�
циональна плотности сейсмических лучей в данной
области. Исследуемый объем при этом разбивает�
ся на систему тетраэдрических ячеек, скорость в
которых определяется путем линейной интерполя�
ции между узлами, составляющими вершины ячей�
ки. В работе [Sambridge, Gudmundsson, 1998] описан
алгоритм, в котором иррегулярная аппроксимация
среды строится на основе тетраэдрической решет�
ки, дальнейшее развитие эта идея получила в рабо�

( 1)i −t

,M

M
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тах [Sambridge, Faleti, 2003], а также [Zhang, Thurber,
2005], где для определения оптимальных парамет�
ров аппроксимации используется принцип диа�
грамм Вороного. Преимущество не прямоугольных
сеток состоит в их большей гибкости, недостаток –
в необходимости использовать специальные мето�
ды трассирования сейсмических лучей. 

В настоящей работе предлагается для достиже�
ния той же цели использовать описание среды при
помощи разложения по системе вэйвлет�функций,
в частности – вэйвлетов Хаара. Как будет проде�
монстрировано ниже, этот метод эквивалентен ис�
пользованию нерегулярной аппроксимирующей
конструкции, однако более удобен и эффективен в
алгоритмическом отношении. Рассмотрим, в каче�
стве примера, разложение вариации глубины сей�
смической границы  где  – индексы яче�
ек равномерной сетки в направлениях осей  и 
соответственно. Размер ячейки базовой сетки

 определяет максимальную разрешающую
способность (детальность) модели и должен выби�
раться исходя из известных ограничений лучевого
метода: размер ячейки не может быть меньше раз�
мера зоны Френеля при используемых частотах
зондирующего импульса. В качестве более точной
оценки минимально возможного размера ячейки
можно использовать [Nolet, 2008]: 

(2)

где  – доминирующая длина волны в сейсмиче�
ском сигнале,  – максимальная длина сейсмиче�
ского луча. Кроме того, ограничения на минималь�
ный размер ячейки могут налагаться исходя из
представлений о характерных размерах изучаемой
неоднородности и параметров конфигурации ис�
точников и приемников. 

Разложение по системе вэйвлет�функций Ха�
ара имеет вид: 

(3)

где 

(4)

где  обозначает целую часть  “материнские”
функции, определяющие построение базиса Хаара: 

 (5)
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Вид материнских функций (5)–(7) представлен на
рис. 1. Индексы  и  в формуле (4) определяют
сдвиг базисной функции (“вэйвлета Хаара”) в на�
правлении, задаваемым индексами  и  соответ�
ственно. Индекс  соответствует масштабу вэйвлета:
чем больше , тем больше размер носителя базисной
функции. Вэйвлеты с  имеют ненулевые значе�
ния во всех ячейках сетки, с  – в 1/4 части
ячеек,  – в 1/16 части и т.д.; вэйвлеты с 
имеют ненулевые значения на 4 ячейках сетки, и,
благодаря форме базисных функций (см. (5)–(7) и
рис. 1) позволяют аппроксимировать детали модели
вплоть до единичной ячейки. Подробное обсужде�
ние вэйвлет�базиса Хаара дано, например, в [Mallat,
1989; Stolnitz, 1995]. 

Аналогичным образом разложение (3) исполь�
зуется и для представления вариаций медленности
в объеме слоя  и в приграничной области
нижележащего полупространства  Обоб�
щение двумерного разложения по системе вэйвлет�
функций Хаара на трехмерный случай тривиально,
однако в описываемом алгоритме инверсии трех�
мерные вариации скорости в объеме верхнего слоя
представлены в виде совокупности горизонталь�
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Рис. 1. Материнские вэйвлет�функции Хаара (см.
уравнение (7)): (а)  (б)  (в) 1;k = 2;k = 3.k =
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ных слоев, в каждом из которых вариация медлен�
ности представлена в виде двумерного разложения
по функциям Хаара (3). Такой способ аппроксима�
ции был выбран, поскольку позволяет более гибко
регулировать степень гладкости и детальности мо�
дели отдельно в горизонтальном и вертикальном
направлениях, что отвечает обычно имеющему ме�
сто различию разрешающей способности по гори�
зонтали и вертикали. 

Эффективность представления (3) для решения
задачи адаптивной аппроксимации определяется
тем, что вэйвлет�разложение позволяет одновре�
менно выделять в изучаемой функции как компо�
ненты с различной частотой (неоднородности с
различным характерным размером), так и с различ�
ной локализацией в пространстве. При этом, в от�
личие от традиционных представлений в виде ряда
Фурье по тригонометрическим функциям, различ�
ные части изучаемого объема могут быть аппрокси�
мированы с разной детальностью: для тех  и  ко�
торые соответствуют областям, требующим деталь�
ной аппроксимации, в (3) сохраняются слагаемые
со всеми  а в прочих элементах объема – только
слагаемые с  где  определяет максимальную
детальность аппроксимации для данной области.
Иначе говоря, вэйвлет�разложение функции неод�
нородного частотного состава может быть сделано
разреженным за счет приравнивания к нулю тех

коэффициентов  в сумме (3), которые соответ�
ствуют вэйвлет�функциям размер носителя кото�
рых (определяемый порядком l) меньше, чем уста�
новленная для данного положения носителя (опре�
деляемого коэффициентами  и ) детальность
представления искомой функции. На этом принци�
пе основано широкое применение вэйвлетов для
сжатия изображений: в зависимости от наличия де�
талей в том или ином участке изображения для его
представления требуются вэйвлет�функции разно�
го порядка  поэтому изображение, сочетающее
участки высокой и низкой детальности, может быть
практически без потери информации представлено
сокращенным набором коэффициентов его вэй�
влет�разложения. Аналогичным образом вэйвлет�
разложение может быть использовано и для неод�
нородной по степени детальности (адаптивной) ап�
проксимации среды при решении обратной задачи,
при этом в качестве функции, определяющей тре�
буемую степень детальности аппроксимации долж�
на выступать какая�либо оценка локальной разре�
шающей способности данных. 

Как упомянуто выше, адекватной оценкой раз�
решающей способности могут служить величины
диагональных элементов разрешающего оператора

 чем ближе  к единице, тем более досто�
верно определяется из решения обратной задачи
значение неизвестного  Если  то решение
единственно и все неизвестные полностью разре�
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шены [Яновская, 1997]. При параметризации среды
при помощи вэйвлет�разложения (3) неизвестными

являются значения коэффициентов  каждому
из которых соответствует определенный размер и

положение носителя вэйвлет�функции  Та�
ким образом, величины диагональных элементов 
могут служить оценкой разрешающей способности
в соответствующей области. Тогда алгоритм адап�
тивной параметризации может состоять в вычисле�
нии  и исключении из суммы (3) тех слагаемых,
для которых соответствующие  меньше заданного
порога. Отметим, что при исключении части слага�
емых из (3) значения прочих элементов  также из�
менятся, поэтому в идеале процедуру перепарамет�
ризации и вычисления  следует повторять не�
сколько раз, до тех пор, пока все диагональные
элементы  не станут достаточно велики и прибли�
зительно равны между собой, что означает, что все
неизвестные восстанавливаются с близкими по�
грешностями. 

К сожалению, описанная процедура наталкива�
ется на сложности вычислительного характера. На
практике, для решения обратной задачи выполня�
ется минимизация функционала: 

(8)

где  – регуляризатор, вид которого определяет�
ся априорной информацией и требованиями к
свойствам модели [Тихонов, Арсенин, 1979]. Вы�
числение псевдообратного оператора, соответству�
ющего условию  в явной форме неста�
бильно и требует больших вычислительных ресур�
сов, поэтому минимизация (8), как правило,
выполняется численными итеративными метода�
ми [Paige, Saunders, 1982], которые являются устой�
чивыми и одновременно эффективными в вычис�
лительном плане. Для оценки  в этом случае могут
быть использованы различные приемы, простей�
ший из которых состоит в том, чтобы при помощи
того же алгоритма, который используется для ми�
нимизации (8) найти решение, соответствующее
вектору правой части  где  – j�й столбец
матрицы  Найденный вектор решения совпадает
с j�й строкой матрицы  [Яновская, 1997]. Таким
образом, для того, чтобы вычислить  необходимо
найти   раз, где  – число неизвест�
ных. В трехмерных задачах сейсмической томогра�
фии число неизвестных может составлять порядка
нескольких миллионов и более, что делает указан�
ный способ практически неприемлемым. В насто�
ящее время разработаны более совершенные спо�
собы оценки разрешающего оператора, наиболее
эффективным  из которых является алгоритм
PROPACK [Larsen, 1998; Zhang, Thurber, 2007], но и
он требует на два порядка большего времени рас�
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четов по сравнению с необходимым для миними�
зации (8). 

Поэтому остается актуальной проблема постро�
ения эмпирического правила оценки локальной
разрешающей способности в задачах сейсмиче�
ской томографии. Наиболее распространенным
методом подобного рода является оценка разреша�
ющей способности на основании плотности сей�
смических лучей в конкретном объеме среды [Ku�
lakov et al., 1995; Bijwaard et al., 1998 и др.]. По�
скольку каждому сейсмическому лучу в задачах
сейсмической томографии соответствует одно
уравнение, то чем больше число лучей в объеме
среды, тем лучше можно определить сейсмические
скорости в этом объеме. Однако поскольку в луче�
вой сейсмике аномалия времени пробега – суть
интеграл вдоль траектории луча: 

(9)

то увеличение числа лучей с близкими параллель�
ными траекториями не приводит к увеличению раз�
решающей способности: соответствующая анома�
лия скорости может быть локализована в любом ко�
нечном объеме, который пересекают все эти лучи.
Поэтому другим важнейшим параметром, характе�
ризующим разрешающую способность, является
“угловое покрытие” сейсмических лучей, т.е. сте�
пень разброса их направлений в объеме среды. В ка�
честве меры углового покрытия удобно использо�
вать представление о среднеквадратическом раз�
бросе азимута лучей относительно их среднего
направления, применяемом в статистике Фишера,
которая, в частности, применяется при палеомаг�
нитном анализе [Храмов и др., 1982]. 

Рассмотрим элемент изучаемой среды, совпада�
ющий с носителем конкретной вэйвлет�функции

 В качестве эмпирических оценок ме�
ры разрешающей способности, отвечающей данно�
му объемы среды, примем: число сейсмических лу�
чей, пересекающих данных объем –  и
разброс азимутов сейсмических лучей в данном
объеме –  Для вычисления последней ха�
рактеристики воспользуемся следующим алгорит�
мом. Пусть  – геометрический вектор, начало ко�
торого совпадает с точкой “входа” j�го сейсмиче�

ского луча в объем  конец – с точкой,

где луч покидает носитель. Пусть  – направ�

ляющие косинусы  Тогда разброс азимутов опре�
деляется как: 

(10)
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i

i

T
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r

Rl m n
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⎛ ⎞
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⎝ ⎠

где 

(11)

Разброс азимутов  – суть величина телес�
ного угла, являющаяся эквивалентом среднеквад�
ратического отклонения для скалярной случайной
величины. 

Тогда простейший алгоритм адаптивной пара�
метризации с использованием вэйвлет�разложения
Хаара сводится к следующему: для каждой базисной

функции  вычисляются  и 
В случае, когда значения каждой из этих характери�
стик превосходят заданные пороговые значения

 и , соответствующие слагаемые (для k = 1,

2, 3) входят в (3), а коэффициенты  являются
неизвестными, определяемыми из решения обрат�

ной задачи; в противном случае полагаем 
Работу алгоритма иллюстрирует рис. 2, на котором
показано последовательное увеличение детально�
сти аппроксимации в зависимости от предложен�
ных оценок разрешающей способности. Рис. 2, в
частности, наглядно демонстрирует, что предлагае�
мый алгоритм адаптивной параметризации прин�
ципиально эквивалентен построению неравномер�
ной аппроксимирующей сетки, размер и форма
ячеек которой определяются локальной разрешаю�
щей способностью данных. 

В рассматриваемом алгоритме одновременно со
скоростями в объеме среды восстанавливаются и
глубины сейсмической границы, которые также па�
раметризуются в виде вэйвлет�разложения (3). Раз�
решающая способность по глубине границы опре�
деляется плотностью точек отражения и преломле�
ния сейсмических лучей. Поэтому в качестве меры
разрешающей способности для отдельного ко�
эффициента разложения (3) естественно ис�
пользовать число таких точек, приходящееся на

 –  Аналогичным образом со�
ответствующие слагаемые включаются в сумму (3),

если  иначе полагаем  

ИССЛЕДОВАНИЕ ЭМПИРИЧЕСКИХ 
МЕР РАЗРЕШАЮЩЕЙ СПОСОБНОСТИ 

И ПРОБЛЕМА ОПРЕДЕЛЕНИЯ 
ОПТИМАЛЬНЫХ ПАРАМЕТРОВ АЛГОРИТМА

Работа предлагаемого алгоритма регулируется дву�
мя основными параметрами: пороговыми значени�

ями  и  Их увеличение ведет к “загрубле�
нию” аппроксимации, уменьшение – к увеличе�
нию числа деталей при одновременном снижении
достоверности и устойчивости решения. Настройка
алгоритма сводится к определению оптимальных
значений этих параметров. 

2 2 2
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Одновременно остается открытым вопрос об
адекватности предлагаемых мер разрешающей спо�
собности. Для исследования этого вопроса, а также
для выработки рекомендаций относительно выбора

оптимальных пороговых значений  и  была
проведена серия численных экспериментов на син�
тетических примерах, в ходе которых одновременно
со значениями мер  и  вычисля�
лась и матрица разрешения  Сопоставляя инди�
видуальные значения мер с диагональными эле�
ментами R, отвечающими соответствующему неиз�

вестному  можно судить об адекватности
предлагаемых мер для оценки разрешающей спо�
собности. 

В результате экспериментов установлено, что во
всех случаях имеется статистически значимая зави�

симость между эмпирическими мерами  и 
и значениями  (  – сквозная
нумерация неизвестных коэффициентов) диаго�
нальных элементов R, которые можно рассматри�
вать как теоретически строгую оценку разрешаю�
щей способности (на каждой итерации). На рис. 3–
рис. 5 приведены примеры соответствующих зави�
симостей для различных типов неизвестных. Все
приведенные здесь примеры рассчитаны при ана�
лизе синтетической модели “шахматного” типа,
описанной в следующем разделе настоящей статьи,
однако качественный характер приведенных зави�
симостей является общим для всех проведенных
нами вычислительных экспериментов [Tikhotsky,
Achauer, 2008a; 2008b; Tikhotsky et al., 2009], как с
использованием синетических данных (т.е., имита�
ционного моделирования), так и с использованием
данных реальных полевых экспериментов. 

На рис. 3а изображена зависимость  от
числа лучей, приходящихся на носитель вэйвлета –

 На первый взгляд какой�либо связи между
этими параметрами не обнаруживается. Однако ана�
лизируя по отдельности группы точек, соответствую�
щие различным порядкам вэйвлет�функции  можно
видеть, что для каждой такой группы имеется стати�
стическая связь между  и  Линиями на
рис. 3а изображены функции  =  ×

×  наилучшим образом аппроксими�
рующие эти связи для каждого  Видно, что величины
коэффициентов регрессии  определяющие угол
наклона прямых, закономерно уменьшаются с увели�
чением  Обнаруженная закономерность имеет есте�
ственное истолкование: порядок вэйвлета  определя�

min
rN

m in
ϑ
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.R
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( )r m n, ( ).rN m n,
( )r m n, ( )a l

( ) ( ),rN m n b l, +

.l
( ),a l

.l
l

ет размер его носителя  при этом чем
больше размер носителя, тем больше независимых
уравнений (т.е., сейсмических лучей, пересекающих
носитель) требуется для устойчивого определения со�
ответствующего коэффициента разложения (3). Ска�
занное подтверждает рис. 3б, на котором дана зависи�
мость коэффициента регрессии  от  и те же коэф�

фициенты, нормированные на величину 
Таким образом, для того, чтобы сделать близким ха�
рактер зависимости между  и  для
различных  необходимо преобразовать число лучей,
приходящихся на носитель вэйвлета, по формуле

 =  т.е. рассматривать чис�
ло лучей нормированное на линейный размер носи�
теля вэйвлет�функции. Зависимость между 
и  приведена на рис. 3в, который демон�
стрирует наличие статистической связи для всего на�
бора неизвестных. В частности, из графика ясно, что

задавшись пороговым значением  удается
исключить из разложения (3) большинство (60%)
членов, для которых  при этом доля

“хороших” (таких, для которых при  > 500
величина ) членов составляет около
25%. Таким образом оказывается возможным вы�

брать такое пороговое значение  при котором
отбрасывается большинство условно “плохих” чле�
нов разложения, при сохранении большинства “хо�
роших”. Следует также понимать, что после приме�
нения этого порогового значения к отбраковке ба�
зисных функций диагональные элементы 
соответствующие оставшимся членам разложе�
ния (3), возрастут. 

С другой стороны, анализ рис. 3в показывает,
что разброс значений  относительно линейного
тренда достаточно велик, а следовательно – при лю�

бом выборе  в разложении (3), будут сохранять�
ся члены, которым соответствуют низкие значения

 а также будут отбрасываться члены, которым со�
ответствуют высокие  Иначе говоря, разбраковка
базисных функций на основе одной лишь меры

 является хотя и допустимым, но не впол�
не совершенным способом построения оптималь�
ной параметризации. Как упоминалось выше, на�
блюдаемый разброс  может объясняться, в частно�
сти – различием в ”угловом покрытии“, т.е. диа�
пазоне разброса направлений сейсмических лучей в
пределах носителя  

( )( )2 ,J lL −

∼

( )a l l
( )2 .l J−

( )r l m n, , ( )rN l m n, ,

l

( )rN l m n, ,
�

( )( ) 2 ,J l
rN l m n −

, ,

( )r l m n, ,

( )rN l m n, ,
�

500min
rN ≈
�

( ) 0 2,r l m n, , < .

( )rN l m n, ,
�

( ) 0 2r l m n, , > .

,min
rN�

( ),r l m n, ,

iir

min
rN�

,iir
.iir

( )rN l m n, ,
�

iir

supp .l m n, ,
ψ

Рис. 2. Процесс адаптивной аппроксимации. Тонкими серыми линиями даны траектории сейсмических лучей. Серой
заливкой дано положение носителей базисных функций, добавленных к разложению (3) на текущем уровне детализа�
ции. В левой колонке (а), (в), (д), (ж) представлены границы носителей вэйвлет�функций; в правой колонке (б), (г),
(е), (з) – соответствующая этому положению носителей эквивалентная параметризация системой квадратных ячеек;
(а), (б) – уровень детализации  (в), (г) –  (д), (е) –  (ж), (з) –  На уровне  дополнительных чле�
нов разложения добавлено не было. 

5;l = 4;l = 3;l = 2;l = 1l =
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Рис. 4. Совместный анализ двух эмпирических мер разрешающей способности: (а) – соотношение  где цветом

символа показана величина соответствующего данному носителю углового покрытия; (б) – величина диагонального
элемента матрицы разрешения (показана интенсивностью серого цвета), как функция двух координат: числа сей�
смичсеких лучей, нормированного на размер носителя базисной функции, и углового покрытия (разброса азимутов
лучей в пределах носителя). 

,p iii
N r−

Рис. 3. Сопоставление эмпирической меры разрешающей способности – числа сейсмических лучей, приходящихся
на носитель вэйвлет�функции – и оценки разрешающей способности на основе величины диагонального элемента
матрицы разрешения, для соответствующего неизвестного коэффициента разложения медленности: (а) – соотноше�

ние  различными символами изображены точки, соответствующие различным порядкам вэйвлет�функции 
индекс прямых обозначает порядок вэйвлет�функции l, для которого построена соответствующая линейная регресси�
онная зависимость; (б) – величины коэффициентов регрессии для различных l и результат их нормировки на величи�

ну  пропорциональную линейному размеру носителя вэйвлет�функции; (в) – соотношение  различны�
ми символами изображены точки, соответствующие различным порядкам вэйвлет�функции  индекс прямых обозна�
чает порядок вэйвлет�функции  для которого построена соответствующая линейная регрессионная зависимость. 
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Рис. 5. Сопоставление эмпирической меры разрешающей способности – числа точек отражания и преломления, при�
ходящихся на носитель вэйвлет�функции – и оценки разрешающей способности на основе величины диагонального
элемента матрицы разрешения, для соответствующего неизвестного коэффициента разложения глубины границы:

(а) соотношение  различными символами изображены точки, соответствующие различным порядкам вэй�

влет�функции  индекс прямых обозначает порядок вэйвлет�функции l для которого построена соответствующая ли�

нейная регрессионная зависимость; (б) – соотношение  различными символами изображены точки, соответ�

ствующие различным порядкам вэйвлет�функции  индекс прямых обозначает порядок вэйвлет�функции l, для кото�
рого построена соответствующая линейная регрессионная зависимость. 
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Как показали численные эксперименты, значе�
ния  не обнаруживают выраженной зависимости
от  хотя можно констатировать наличие
сгущения (кластера) точек в области околонулевых
значений  и  Очевидно, необходимо од�

новременно анализировать обе меры:  и
 что иллюстрирует рис. 4. На рис. 4а ин�

тенсивность цвета символа на диаграмме обознача�
ет величину  черный цвет соответствует
максимуму  белый – минимуму  Вид�
но, что значительное количество точек, которым
соответствуют низкие значения  при высокой

плотности сейсмических лучей  характеризуют�
ся пониженными значениями углового покрытия 
и могут быть отбракованы по этому признаку, кроме

того многие точки, с высокими  и низкими  на�
против характеризуются высокими значениями 
На диаграмме (рис. 4б) цветом показана величина 

как функция двух переменных:  и  Обнаружи�
вается, что подавляющее большинство базисных
функций, которым соответствуют низкие значения

 группируются в левом нижнем углу диаграммы,

т.е. при одновременно низких  и  а также в об�

ласти наиболее низких  (независимо от ) и наи�

более низких  даже и при высоких  При этом
разрешающая способность закономерно увеличи�
вается с одновременным увеличением плотности
сейсмических лучей и разброса их азимутов. Вид

зависимости  приведенный на рис. 4б, явля�
ется закономерным для различных наборов данных.
Его анализ приводит к усовершенствованному эмпи�
рическому алгоритму адаптивной параметризации в
виде: соответствующие набору индексов  сла�
гаемые входят в параметризацию (3), если: 

(12)

Соответствующее этому решающему правилу
разбиение множества  изображено на рис. 4б
ломаной пунктирной линией. Очевидно, при

 и  имеем простое решающее
правило, сформулированное выше.

В результате численных экспериментов было об�
наружено, что качественный характер зависимости

 не зависит от конкретного набора данных.

Напротив, величины пороговых значений  и

 определяются как геометрией эксперимента,
общим числом сейсмических лучей, выбранной де�
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тальностью базовой сетки  так и скоростной
структурой среды. Поэтому для каждого конкрет�
ного набора данных стоит задача подбора опти�
мальных пороговых значений. Для ее решения мо�
гут быть использованы различные подходы, вклю�
чая традиционный метод проб и ошибок и
имитационное моделирование на моделях, воспро�
изводящих геометрию экспериментальных расста�
новок и имитирующих ожидаемое строение среды.
Мы предлагаем использовать паллиативный под�
ход, состоящий в следующем: в качестве первого
приближения используются пороговые значения

 и  = 10. Как показывают результаты
численных экспериментов, при меньших порого�
вых значениях возникновение артефактов в модели
в виде высокочастотных осцилляций и аномалий
скорости вытянутых вдоль преимущественного на�
правления сейсмических лучей практически неиз�
бежно. Одновременно, указанные пороговые зна�
чения позволяют отбраковать в типичных случаях
порядка 90% неизвестных, после чего оказывается
возможным вычислить матрицу разрешения  для
этого усеченного набора неизвестных. Далее, ана�
лизируя зависимость  возможно более точ�
но установить оптимальные пороговые значения

 и  и выполнять дальнейшие вычисления
уже с их использованием. 

На рис. 5 показаны зависимости величины диа�
гональных элементов матрицы  соответствующих
неизвестным коэффициентам в разложении глуби�
ны восстанавливаемой границы, от числа точек от�
ражения и преломления  приходящихся на но�
ситель соответствующей вэйвлет�функции. На
рис. 5а по горизонтальной оси отложено число то�
чек  на рис. 5б – число точек, нормированное на
размер носителя соответствующей вэйвлет�функ�

ции:  =  Видно, что характер зависимо�
стей аналогичен таковому для числа сейсмических
лучей (рис. 3а, 3в). Таким образом, для отбраковки
членов вэйвлет�разложения функции  отве�
чающих плохо разрешенным неизвестным, необхо�
димо использовать нормированные значения числа
точек отражения и преломления, приходящихся
на носитель вэйвлета  соответствующий коэф�

фициент  полагается равным нулю при

 где пороговое значение  –
параметр алгоритма. Определение оптимального

значения  может быть выполнено способами,
аналогичными выше описанным подходам к опре�

делению  и  

Таким образом, в результате численных экспе�
риментов показано, что предлагаемые эмпириче�
ские меры   и  могут быть использованы для
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экспресс�оценки разрешающей способности и раз�
браковки членов вэйвлет�разложения (4). При этом
предлагаемые меры по своей сути являются стати�
стическими, т.е. позволяют отбросить большинство
условно “плохих” членов разложения, при сохране�
нии большинства “хороших”, однако всегда сохра�
няется относительно меньшее, но ненулевое число
“плохих” членов и наоборот. Однако применение
предлагаемых эмпирических мер, по нашему мне�
нию, оправдано, поскольку позволяет как минимум
на два порядка увеличить скорость счета, что делает
алгоритм применимым не только в научной, но и в
реальной полевой и производственной практике.
Отметим, что предлагаемый алгоритм адаптивной
параметризации на основе разреженного разложе�
ния по вэйвлет�функциям может быть использован
с любыми иными мерами разрешающей способно�
сти, в частности – на основе вычисления разреша�
ющего оператора  .R

ОПРОБОВАНИЕ АЛГОРИТМА

В настоящей работе приводятся результаты опро�
бования алгоритма на синтетическом модельном
примере типа “шахматный тест” (рис. 7–рис. 10),
широко применяемом в практике сейсмотомогра�
фии для изучения разрешающей способности в кон�
кретных экспериментах. Стандартом является ис�
пользование 2D “шахматных тестов” – моделей, в
которых положительные и отрицательные двумер�
ные аномалии скорости располагаются в шахматном
порядке [Leveque et al., 1993]. Поскольку данное ис�
следование посвящено алгоритму 3D сейсмической
инверсии в рамках модели “слой на полупро�
странстве”, где важнейшей задачей является вос�
становление вариаций скорости в объеме слоя и по�
ложения его нижней границы, а также граничных
скоростей, для тестирования алгоритма был разра�
ботан комбинированный тест, где скорость в преде�
лах верхнего слоя испытывает объемные вариации в
шахматном порядке по всем направлениям  

(13)

где 

(14)

и 

(15)

Здесь  – средняя скорость в слое, относи�
тельно которой вводятся относительные аномалии
скорости амплитудой a.  – ширина
“клетки” шахматной модели (размер аномалии
скорости) по соответствующему направлению,  –
начальная фаза модели, определяющая смещение
“клеток” по направлению,  – ширина интервала
сглаживания (т.е. переходной зоны на границе кле�
ток где относительная аномалия скорости изменя�
ются плавно от –a до a) по соответствующему на�
правлению. Введение интервала сглаживания необ�
ходимо исходя из предположения о гладком
распределении скорости в пределах слоя, в пределе
при  получаем резкую границу клеток. В
рассматриваемой модели величины перечисленных
параметров равны: 

(16)

 км;  км;  =  =  = 0.3 км;
 км. Граница предполагалась на�

клонно падающей в направлении оси  под углом
5°, ее глубины изменяются в пределах от 3 до 5 км.
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Рис. 6. Вертикальный профиль скорости в синтетиче�
ском примере и начальной модели. Условные обозна�
чения: 1 – профиль скорости в начальной модели; 2 –
диапазон изменения скорости в синтетическом при�
мере в пределах верхнего слоя; 3 – диапазон измене�
ния граничных скоростей в синтетическом примере в
пределах нижнего полупространства. 
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Граничная скорость изменяется по закону vl(x, y) =

= 5.0 + 0.003  км/с. Диапазон ва�
риаций вертикального профиля скорости в модели
иллюстрирует рис. 6; вертикальные сечения скорост�
ной модели изображены на рис. 8а, 8б; горизонталь�
ное сечение верхнего слоя на глубине  км – на
рис. 9а; распределение граничных скоростей – на
рис. 9б; глубина границы – на рис. 9в. 

Рис. 7 иллюстрирует геометрию синтетического
“эксперимента” и положение сечений на рис. 8,
рис. 9. Видно, что расположение источников и
приемников ведет к неоднородному лучевому по�
крытию в объеме модели и, как следствие, – к не�
однородной разрешающей способности. Для рас�
чета полей времен и трассирования сейсмических
лучей использована сетка с шагом ячейки 0.1 × 0.1
× × 0.1 км, размер ячейки базовой сетки при инвер�
сии (т.е. минимальный размер аномалии скорости,
которая может быть восстановлена) составил 0.4 ×
× 0.4 × 0.4 км. В качестве модели начального прибли�
жения использована горизонтально�однородная
скоростная модель, вертикальный профиль скоро�

2 2( 0) ( 7.5)x y− + −

:1z =

сти в которой совпадает со средним вертикальным
профилем скорости в синтетической модели (16),
нижняя граница слоя горизонтальна и расположена
на глубине 4.3 км, граничная скорость также посто�
янна и равна 5.5 км/с (рис. 8в, 8г). 

В ходе инверсии было выполнено в общей слож�
ности 14 итераций. Процесс восстановления моде�
ли строения среды иллюстрируют рис. 8, рис. 9. На
итерациях 1–4 аппроксимировались только време�
на пробега волн, рефрагированных в слое и не до�
стигающих его границы, что позволило восстано�
вить главные черты строения верхней части слоя
(рис. 8д, 8е; рис. 9г), прочие параметры модели
оставались неизменными (рис. 9д, 9е). Сравнивая
рис. 7 и рис. 9г, обратим внимание, что аномалии
скорости проявлены только в области плотного лу�
чевого покрытия (в интервале изменения  и  от 5
до 20 км); несмотря на то, что отдельные лучи ре�
фрагированных волн наличествуют и вовне этой
области, адаптивная аппроксимация не допускает
восстановление здесь аномалий скорости ввиду ма�
лой разрешающей способности. Также без измене�
нений остается и область модели глубже 3 км, где
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Рис. 7. Геометрия синтетического эксперимента. Условные обозначения: 1 – приемники; 2 – источники; 3 – траекто�
рии лучей рефрагированной волны (рассчитанные в начальной модели); 4 – граница области модели с ненулевым лу�
чевым покрытием, эта часть модели показана на рис. 8–рис. 9; 5 – положение вертикальных сечений, показанных на
рис. 8. 
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Рис. 8. Процесс восстановления аномалий скорости в пределах верхнего слоя по итерациям. Положение сечений – см.
рис. 7, (а), (б) – синтетическая модель; (в), (г) – начальная модель; (д), (е) – модель, полученная по итогам 4�й итера�
ции (с использованием только рефрагированных волн); (ж), (з) – модель полученная по итогам 7�й итерации (с ис�
пользованием рефрагированных и отраженных волн); (и), (к) – модель полученная по итогам 10�й итерации (с ис�
пользованием рефрагированных и отраженных волн); (л), (м) – модель полученная по итогам 12�й итерации (с ис�
пользованием рефрагированных, отраженных и головных волн).
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Рис. 9. Процесс восстановления аномалий скорости в пределах верхнего слоя по итерациям. Левая колонка (а), (г),
(ж), (к), (м) – горизонтальное сечение модели на глубине 1 км; центральная колонка (б), (д), (з), (л), (о) – распреде�
ление граничной скорости; правая колонка (в), (е), (и), (м), (п) – глубина границы; (а)–(в) – синтетическая модель;
(г)–(е) – модель, полученная по итогам 4�й итерации (с использованием только рефрагированных волн); (ж)–(и) –
модель полученная по итогам 7�й итерации (с использованием рефрагированных и отраженных волн); (к)–(м) – мо�
дель полученная по итогам 10�й итерации (с использованием рефрагированных и отраженных волн); (н)–(п) – модель
полученная по итогам 12�й итерации (с использованием рефрагированных, отраженных и головных волн).
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также отсутствует значимое число лучей рефраги�
рованных волн. Одновременно отметим, что алго�
ритм обладает тенденцией к локализации аномалий
скорости в областях, где имеется максимальное
число пересечений сейсмических лучей, что есте�
ственно и адекватно заложенным в него принци�
пам, однако может приводить к избыточной дета�
лизации. 

Рис. 10 иллюстрирует изменение среднеквадрати�
ческой погрешности приближения по завершению
соответствующей итерации (для волн различных ти�
пов и в целом): 

σ = (17)

где  – ковариационная матрица аномалий времен
пробега (в синтетическом примере шум полагался
гауссовым некоррелированным со среднеквадрати�
ческим значением  = 0.01 с; ),  –
число лучей соответствующего типа. Кривая 2 на
рис. 10 соответствует погрешности приближения
времен пробега рефрагированных волн. Видим, что
максимальное изменение (более чем в два раза) до�
стигается сразу по завершении первой итерации,
тогда как между 3 и 4 итерациями  практически не
изменилось. Поэтому начиная с 4�й итерации в
процесс инверсии включаются времена пробега от�
раженных волн. 

По завершении 7�й итерации адекватно восста�
новлена как картина распределения скорости в слое
(рис. 8ж, 8з; рис. 9ж), так и основные черты положе�
ния границы (падение в направлении оси ) и диа�

−δδ
( )( ) ( 1),T ii MtC tt

tC

tc { }diag tc≡tC M

iσ

Y

пазон изменений ее глубин. Отметим, что привлече�
ние информации по отраженным волнам позволило
расширить область плотного лучевого покрытия, на
что алгоритм отреагировал увеличением детальности
аппроксимации, в результате проявились аномалии
скорости на флангах скоростной модели. При вос�
становлении границы возникают колебания ее глу�
бин относительно правильно определенных средних
значений. Их подавление не составляет труда путем
введения дополнительных ограничений на глад�

кость, либо увеличения порогового значения 
однако, поскольку мы полагаем, что априорная ин�
формация о характерном масштабе вариаций глуби�
ны отсутствует, таких ограничений не вводилось. 

Итерации с использованием рефрагированных и
отраженных волн были продолжены до тех пор, по�
ка продолжалось значимое уменьшение средне�
квадратической погрешности приближения по со�
вокупности этих лучей (кривая 1 на рис. 10). После
завершения 9 итерации уменьшение погрешности
практически прекращается, окончательная модель,
полученная с использованием рефрагированных и
отраженных волн показана на рис. 8и, 8к и рис. 9к–
9м. Качественный характер, равно как и амплитуды
вариаций скорости в объеме слоя адекватно вос�
произведены практически во всех частях модели,
где имеется лучевое покрытие. Несколько улучши�
лось представление высокоскоростных аномалий
по сравнению с достигнутым по данным только о
рефрагированных волнах. Интересно отметить, что
алгоритм “делает попытку” воспроизвести инвер�
сию скорости на глубине около 3 км в интервалах 
и  5–10 и 15–20 км (см. рис. 8и, 8к). 

Наконец, начиная с 10 итерации в процесс инвер�
сии вовлекаются данные о временах пробега голов�
ных волн и начинается восстановление вариаций
граничной скорости. После завершения 12 итерации
уменьшение общей погрешности приближения
практически прекращается, финальная модель (по�
лученная на 12 итерации) представлена на рис. 8л, 8м
и рис. 9н–9п. Модель распределения скорости в слое
меняется незначительно, но при этом можно утвер�
ждать, что она продолжает приближаться к истинной
синтетической модели среды, в особенности в ниж�
ней части слоя, где продолжает развиваться тенден�
ция к описанию инверсии скорости. Вовлечение ин�
формации о точках преломления дополнительно
улучшает результат восстановления глубины гра�
ницы (рис. 9п), делая ее весьма близкой к “истин�
ной” (рис. 9б). При этом вариации граничной скоро�
сти восстановлены лишь “в общем”: передана тенден�
ция к увеличению скорости в направлении увели�
чивающихся x и y, также восстановлен характерный
масштаб вариаций скорости. Одновременно картина
на рис. 9о содержит избыточное, сравнительно с “ис�
тинной” моделью (рис. 9б) число деталей. 

В целом можно констатировать, что в результате
инверсии структура синтетической модели восста�
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Рис. 10. Изменение среднеквадратической погреш�
ности приближения по итерациям. Условные обозна�
чения: 1 – для времен пробега всех типов волн, участ�
вовавших в подборе на данной итерации; 2 – для вре�
мен пробега рефрагированных волн; 3 – для времен
пробега отраженных волн; 4 – для времен пробега го�
ловных волн.
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новлена со степенью адекватности достаточной для
корректной геологической интерпретации: правиль�
но определена качественная картина и характерные
амплитуды вариаций скорости во всем объеме слоя,
достаточно точно восстановлено положение нижней
границы слоя. Наихудшим образом восстановлены
вариации граничной скорости, однако в случае на�
личия зарегистрированных вступлений волн, прони�
кающих в нижнее полупространство и применения
принципа снятия слоев, нижележащая скоростная
структура будет восстановлена более точно. Отме�
тим, что несмотря на определенную искусственность
“шахматного” теста, структура, проявленная сечени�
ях  и  (рис. 8) может быть интерпретирована
геологически как модель “горст−грабен”: чередую�
щихся поднятий и впадин, ограниченных крутопа�
дающими бортами. Как “горст”, так и “грабен” (рав�
но как и их внутренняя скоростная структура) хоро�
шо видны по результатам выполненной инверсии
(рис. 8л, 8м), что иллюстрирует возможность приме�
нения алгоритма при решении геологических задач. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе представлен алгоритм инвер�
сии 3D данных активной лучевой сейсмотомографии,
важнейшие особенности которого состоят в: адаптив�
ной парметризации среды в зависимости от локаль�
ной разрешающей способности посредством разло�
жения в разреженный ряд по системе вэйвлет�функ�
ций, явное включение в модель сейсмических границ
первого рода (разрывов скорости), одновременное ис�
пользование данных по временам пробега рефрагиро�
ванных, головных и отраженных волн. Численные
эксперименты демонстрируют адекватность предло�
женной экспресс�оценки локальной разрешающей
способности на основе одновременного использова�
ния двух статистических мер: нормированного числа
сейсмических лучей и разброса их азимутов в пределах
носителя базисной функции. Использование предло�
женной экспресс�оценки позволяет сделать алгоритм
быстродействующим и снижает требования к мощно�
сти ЭВМ и объему оперативной памяти, что делает
возможным его использование на портативных ком�
пьютерах и в полевых условиях. В результате опробо�
вания алгоритма на синтетическом примере показана
его устойчивость и эффективность. 

Авторы выражают искреннюю признательность
профессору У. Ахауеру (Институт физики Земли в
г. Страсбурге, Франция), совместная работа с кото�
рым над проектом по изучению вулкана Везувий, а
также многочисленные обсуждения возможностей
активных сейсмических методов и потребностей
геофизической практики, положили начало данно�
му исследованию. Авторы также благодарят рецен�
зента данной работы, сделавшего важные замеча�
ния, которые способствовали повышению качества
статьи. 
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